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VOR R EDE. 


Dit* vorlipj'fiidt' S<*hrif't ciitstjiixl aus doni Wiinsclip, die 
I’ebersiclit über die grosse Zalil dt“r bekaiiiitereii Eigenschaf'ton 
der Curveii dritter Ordnung möglichst zu erleichtern. 

Dabei gab, abgeselum von anderen Schwierigkeiten, die 
Beantwortung der Frage, welche unter den zur Anwendung 
kommenden Sätzen aus der Geometrie d<;r geraden Linie und 
der Kegelsclmitte einer näheren Erörterung zu imterziehen, 
und welche als bekannt anzunelunen seien, zu mancherlei 
Zweifeln Ajilass. Schliesslich schien es am angemessensten, 
so wenig wie möglich vorauszusetzen. Demgemäss ist fast 
nichts als bekannt angenommen worden, als die harmoni- 
schen Eigenschaften des vollständigen Vierecks und Vier.seits; 
dagegen sind alle, oder doch fast alle Hülfssätze, welche bei 
den Curven dritter Ordnung zur Anwendung gelangen, in 
einer besonderen Abtheilung zusammengestellt. In den ver- 
einzelten Fällen, in denen die Erörterung eines HUlfssatzes 
unterlassen wurde, ist jedesmal auf solche Schriften verwiesen, 
von denen angenommen werden konnte, dass sie in Jeder- 
manns Händen sind. 

Die Figuren wurden zwar in einigen Fällen von vorher 
gezeichneten Curven abgenommen, meistens aber sind sie nur 
symbolisch dargestellt, theils wegen der leichteren Ausführ- 
barkeit, theils aber, weil sie so zur Uebersicht geeigneter 
erschienen. 

UnU-r den citirten Werken kommen die beiden folgen- 
den: Salmon, A treatisc on the higher plane curves. Dublin 
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VoiTcdo. 


18Ö2, und C' re 111 Oll a, Iiitroduzione ad uiia teoria geoiiietriea 
delle ciirve piaiie. Bologna I8(i2 (auch in's Dentsclie üher- 
tingeii von Cnrtze: Einleitung in eine geonietrlsehe Theorie 
der ebenen Cnrven. (Jreifswald 1865) bei weitem am häu- 
figsten vor. Daher sind die Titel derselben öfters in abge- 
kürzter Form „n. j)l. Cvs“ nnd ,.Fve piane“ angeführt, oft. 
auch ganz weggelassen worden. Ueberall da, wo hinter den 
Namen Salnion oder Cremona ein weiterer Zusatz sich 
nicht angegeben tindet, .sind demnach die angeführten Werke 
zu verstehen. 

ln den am Schlus.se beigefügten Zusätzen sind einige 
Bemerkungen enthalten, deren llinznfügung während des 
Druckes als ivüiischenswerth erschien. 

Die speciellen Modificationen, welche die Eigenschaften 
der C'urven dritter Ordnung durch das Auftretmi eines Dopjiel- 
oder Bückkehrpnnctes erleiden, wimlen von der Behanillnug 
vorläufig ausgeschlossen. 

Prag, 5. Juli 1871. 


H. Durege. 
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Ei'sti'r Abschnitt. 

Algebraische Hülfssätze. 

§. 1 . 

1. Bedeutet m(x,, x^, Xj) oder kürzer geschrieben )/j 
eine ganze rationale homogene Function Grades von den 
Variabein x^, Xj, Xj, und bezeichnet man mit y,, y.^, y.^ drei 
neue Variabele, so soll unter dem Zeichen 

die durch die Gleichung 

. r \ du , du , du 

^y(«x) — V| + 'Jt + Vi 

definirte Operation, und unter dem Zeichen 

das Resultat der A'-maligeu Wiederholung dieser Operation 
verstanden werden. {Salmon. Higher plane Curves, pag. 60.) 
Alsdann unterscheiden sich die Ausdrücke 

etc. 

von den totalen Differentialen du, d^u, d^u, etc. nnr dadurch, 
dass die Grössen y,, y^, <jj an Stelle der Differentiale dx^, 
dx- 2 , dXj getreten sind. Es ist demnach 

^y{Ux) = 2Jiji = ^^y*y> 

J/{ux) = A'A’A’y^y.y*. u. s. w., 

wobei jedem der Imlices A, /, k, etc. die Werthe 1,2,.'! bei- 
zulegen sind. 

2. Hieraus folgen sofort folgende Eigenschaften dieser 
Ausdrücke zi: 

0 ) ■ ■ ■ ■ 

«... 

*j Die Richtigkeit der ersten Formel leuchtet unmittelbar ein; für 
die zweite ist eine Ableitung in f5| mitgetheilt. 

1 * 
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Algeliraisclie Hülfsaiitze 


[2 


Bezeicliiiet ferner iv eine zweite Kiinetion von derselben 
Natur wie »/x, so ist 

+ l'x^„(«x)- 

3. Wenn man die Ojteration J aufs Neue auf einen 
Ausdruck von der Form auwendet, so sollen die dabei 

auszufiUirenden Dift'creutiatioueu sieh auf die durch den Buch- 
staben X, welcher als Index bei v steht, bezeichneten Varia- 
bein l>eziehen.' In diesem Sinne ist 


d. h. wendet man die Operation k Mal mit den Grössen y 
und / Mal mit den Grossen z an, so ist es gleichgültig, in 
welcher Ordnung dies geschieht. So ist z. II. 


und dann 






l)a.sselbe Resultat erhält man aber auch, wenn man aus 
Jj,(«x) = -i’i/i f“ bildet z/,2(.Jy(Kx)). 

CXi 

4 . Kntwickelt man die Function 


U = «(a:, + Ay,, x.^ + Ay.,, ,r., -f Ay.,) 
nach Potenzen von A, so erhält man 


«x + A j, (,/x) + -j/ («.) + 3-’ («x) 


Dies ergiebt sich mit Rücksicht auf [1] unmittelbar, wenn man 
sich erinnert, dass die Taylor’sche Reihe in folgender Form 
ge.schrieben werden kann: 


ii{x, -|- (Ix , , 
= t‘x -}- (lit -f- 


xj + dx.^, .r.T-j- f/.r,) 

(P U . // ' M . . //” H 

2! 3! ' * * • ' «! ’ 


5. Wenn man in den Ausdrücken ^ die Variabein x 
und y mit einander vertauscht, so gilt die Ueziehung 

kl (n — ky. ’ 


5.] 


Algebraische tliilfssätze. 


;y 


(1. h. es ist der Reihe nacli 

«.r= , -'I.i'U) 

^.r' («x) 


"“'l 
(«-!)! ’ 




J,"K) 


Re weis. Scixt man 


U= + Ay,, fix, + Ay^, ftj;, + Az/j), 

so kann man dies in doppelter Weise nach Potenzen von p 
lind A entwickeln. Zieht man nämlich einmal p" als Factor 
heraus, wodurch man 

//= p- . (/ (x, + ^ yiz ^ >Ji> •*•3 + i Vij 

erhält, so kann man dies nach [4] nach Potenzen von ~ 

entwickeln und erhält, wenn man wieder die Multiplication 
mit p" vollzieht 

A/= p'i/^ 4 - p— ‘ + '* .j, ■* + ■•• 

Wenn man dagegen A" als Factor herauszieht, dann den ent- 
stehenden Ausdruck 

= A" . M ( X, 4 - y, , .Cj 4- y.^, x.j 4- y,,^ 

nach Potenzen von ^ entwickelt und darauf wieder mit A" 
multiplicirt, so erhält man 

A"«, 4 - pA-‘ + — 2 !’- ■ 

Da nun beide Entwickelungen identisch sein müssen, so er- 
giebt die Vergleichung der gleichnamigen Glieder die obigen 
Beziehungen. 

Zusatz. Hieraus erliellt die Richtigkeit der Formel (2) 
in [2). Vertauscht man nämlich x mit y, so kann man die 
F'ormel (1) anweudeu und erhält 
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h, == {n-k)\ 4 . = („ii). ^-""*(1);) • 

Da nun aber vom (irado« — 1 ist, luid n — 1 — (« — k')—k — 1 
wird , so Lat mau 

. J_. ^ n-k (^\ ^ ' j *-i (P'-\ 

woraus die gesuchte Formel folgt, wenn man noch berück- 
sichtigt, dass , — k ist. 

\k — 1 ). 

(>• Wenn in dem Ausdrucke .Jy*(Kj.) au Stelle der 
rirösseu tji die ,r/ gesetzt werden, so linden folgeude Be- 
ziehungen statt: 

^o-(K.r) = « . Hj-, = n{n — \)tu, etc. 

= «(» — 1) • • • (« — /■+ l)«x- 
{Euler s Satz über homogene Functionen). 

Beweis. Da « eine homogene Function Drades ist, 
so ist für jede beliebige Grösse t 

u{x^t, Xjt, X 3 I) == 

setzt man also 1—1 + so folgt 

u{x^ -f kx,, x-i + A.Tj, a:., + Aarj) = (1 ,+ A)"//,. 
Entwickelt man nun beiderseits nach Potenzen von A, was link 
nach [4], und rechts nach dem binomischen Satze geschieht, 
so erhält man 

+ A -f + . • • + f, («,) + ... 

A««,-f A’”'"-’' 

und hieraus durch Vergleichung der gleichnamigeu Coefficien- 
ten die obigen Beziehungen, (firrrei. .Alg^bre sup. II. pag. 567.) 


§. 2 . 

7. Eliminirt man aus zwei homogenen Gleichungen zwi- 
schen drei Variabein x,ij,z res|i. von den Graden m und n, 
eine die.ser Variabein , z. B. z, so ist das Resultat der Elimi- 
nation eine homogene Gleichung zwi.schen .rund y vom Grade m«. 

Beweis. Bezeichnet man mit 11 j, und V/, homogene 
Functionen li““ Grades der V’^ariabeln x und y, so kann man 
die beiden gegebenen Gleichungen so schreiben : 
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( 1 ) 4 - . . . + ii,_i ^ = 0 

(2) r„ I" -[- V, z"-' -f y„_i j + v„ = 0. 

Jlultiplicirt man nun die (1) nach und nach mit ... z, 1 

und die (2) mit z"~', z"~^, ..., z, 1, .so erhält mau im 
Ganzen n -|- m Gleichungen, in welchen die n — i 
Grössen ;«+"-4 z linear Vorkommen. Die Va- 

riable z wird daher dadurch eliminirt, dass man die Deter- 
minante Ü aus den Coefficieuten der Potenzen von z in jenen 
n-\-m Gleichungen gleich Null setzt. Ist z. B. n— 3 , »i = 2, 
so heissen die Gleichungen (1) und (2) 

-f l/|Z’ + «jZ -f «3 = 0 
v„z- -f- l', 5 -|- «’j = 0. 

.Multiplicirt man die erstere mit z, 1 und die zweite mit z‘‘, z, 1, 
so erhält man 

+ u,z‘‘ + 1/3; = 0 

u„z^ -|- u, z‘‘ -f- + "3 = G 

i’„ z* -|- y, z’ -f" ’’ = ** 

i>„ z’ + «’i z^ VjZ =0 

»>„ z‘‘ -f y, z -f i-j = (I. 

Die Elimination von z', z’, z^, z giebt dann 

M„ «I «j «3 0 I 

I 0 «„ M| M, tt, 

[) = j’ii 0 0 =0. 

0 i’i, y, y, 0 
0 0 y„ y, r., | 

Um nun zu zeigen, dass die so gewonnene Determinante 
D eine homogene Function von x und y vom Grade nm ist, 
substituire man darin tx und ty statt x und y. Daun gehen 
H* und Vh über in /*«* und Bezeichnet man die so ab- 

geänderte Determinante mit D', so wird in unserem Beispiele 
U„ lU^ t'Uj PM3 ü I 
0 H„ /U| l'^Uj /^«3 I 

D' — v„ lt\ 0 0 

0 y„ <y, Py-3 0 
0 0 y„ lv^ l'‘Vj I 

Man multiplicire nun, um in allen Elementen einer Coluinne 
denselben Exponenten von t zu erhalten, die Zeilen der u der 
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Iteihe nach mit 1, t, und die Zeilen der v mit 

1, dann hat die Potenz von l, mit welcher // 

im tlanzen multiplicirt ist, den Exponenten 

l+2 + ... + (;«-l)+ 1+2 + . .. + («-!)== 
mau erhält dadurch 

m{m — ~ 0 

I ■ //. 

Durch diese Multiplication haben nun aber die Uolumneu von 
// der llcihe nach folgende Potenzen von I als gemeinschaft- 
liche Factoren erhalten : 

1 

Zieht man diese alle heraus, so erhält man als Factor der 
ursprünglichen Determinante ß eine Potenz von / mit dem 
Exponenten 

, , 41 I I / I i\ (n4-»0fw4-m — 1) , wi(ot — l)4“ii(n — l) 

+ — 1 ) = ^- ^ ■^s=znm-\- 

Daher ergiebt sich 

/ * - ß 

oder 

/>' = r^ß, 

tmd folglich ist ß in der That eine homogene Function vom 
Grade nm. 

8. Ist « eine homogene Function n"" Grades von x und y 
und daher k = 0 eine Gleichung Grades für die Un- 


bekannte so besteht die Uedingiing, dass diese Gleichung 
zwei gleiche Wurzeln hat, in den Gleiclumgen 


du 

C.C 


= 0, 



Beweis. Setzt mau '^ = £ und bezeichnet die oben er- 
wähnte Gleichung mit /■(£) = 0, so ist 
« == 

Nun hat die Gleichung /'(£) = 0 zwei gleiche Wurzeln, wenn 
gleichzeitig /"(£) = 0 und - t) ist. Es ist aber 
und daher 

_ ,,u-i ''/■ 

folglich können die letzten Bedingungen ei'setzt werden durch 
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H = 0 und 3“ = 0. 

Cx 

Niich dem ÄM/tr’si hen iSatze [6j ist aber 



folglich ist auch g“ = 0. Wenn umgekehrt und gleich- 
zeitig verschwinden, so ist auch « = 0 und daher verschwin- 
den auch /'(I) und gleichzeitig. 

9. Um nach diesem Satze die Bedingung zn finden, unter 
welcher die cubische Gleichung 

(1) -}- ft.c- -f- cx -1- — 0 

zwei gleiche Wurzeln hat, .setze man 

* ti = ax^ bx’^ij -j- cxy'‘ diß 

und bilde 


^ -|- 2bxy -j- ctß = <•, 

^ = bx"^ ~1- 2cxy -|- 3dy- = 0. 

Eliminirt man hieraus einmal x^ und dann y-, so erhält man 
nach Unterdrückung der Factoren y und x 

(2ö- — (}ac)x -}- (bc — Ortrf) y = 0 
(b c — dad)x (2c* — ^bd)y = 0, 
und hieraus durch Elimination von x und y 


(bc — 9aä)'‘ — 4(fc* — 3ac)(c* — übd) — 0. 

Dies ist die gesuchte Bedingung für die Gleichheit zweier Wur- 
zeln der Gleichung (1). Durch Entwickelung und Division 
mit 3 lässt sie sich auch in die Form 


— C-) -(- a(4c'' — ISbcfl -f- 21ad-) = 0 
bringen. (Salmun. pag. 206.) 


§. 3. 

10. Bedeuten 1, n, «* die Cubikwurzeln der Einheit, so 
ist identisch 

(.r -f y + z) (.r -f tty -f- a*z) (x -|- «*y -f- az) = x“ + y’ -f i*— 3.ry r. 
Dies ergiebt sich unmittelbar durch Ausführung der Multipli- 
cation unter Berücksichtigung der Gleichungen = 1 und 
l -f- « = 0. 
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Da der rechts stehende Ausdruck iu 15 e/.iehunff aut'x, tj, z 
synunelrisch ist, so ändert sicli auch der links stehende Aus- 
druck nicht, wenn man .r, y, z mit einander vertauscht. Daher 
ist gleichzeitig 

-f y’ -f 2» — 3 xyz = (x -f y -f 2) (.r + «y -f a'‘z) (.e + nhj + az) 

= y + -) («-c + ahj + 2)(n’x -f «y +2). 

Substituirt man in der erstpn die.ser Gleichungen ax für x, 
.so folgt 

x’ -j- y 3 -f-j 3 _ 3 Kxyz = (ita; 4 -y+‘)(«-K+«y 'y +«-2) 
= ß’ (ax -f y -f- 2) (x + « y + 2) (x-f y+ß2), 
und wenn inan a-x für x substituirt, 

■c’+y’+z' — 3«''.vy*=(a’.e-f-y+2)(ß''.c+ay+ß’:)(a’x-|-a'^y-|-ß2), 
=«(«’x 4- y -f 2 ) (x + ß'y + 2 ) (X -f y -f a'‘z), 


Zweiter Ab.schnitt. 

Hüli^sätze aus dor Goometrio der geraden Iiinio. 

§• 1 - 

11 . bedeuten | und t] die recht- oder schiefwinkligen 
Coordinaten eines Puncts, und besteht zwischen diesen eine 
lineare Gleichung: ßtj y — (), so ist der Punct (|, »;) 

veränderlich und beschreibt eine gerade Linie. Bezeichnet man 
nun mit x, , Xj, .r, drei Grossen, welche linearen Functionen 
von 5 ) ’l proportional sind, indem man setzt 

•r, : .r, : x,= ß, 6 -f (1, i; -f y, : ßj t + A, i; + yj : «3 S + »1 + y,, 

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors p 

^1 = P(«iS + ßi^ + r\) 

(1) .Cj = Q{a, I + /?., »; + yj) 

■P3 = e(«aS + /*3y + ya)» 

so bemerkt man sogleich , dass die VV'erthe von | und rj daraus 
bestimmt werden können, so bald die beiden Verhältnisse 
der drei Grössen x, , Xj, x, gegeben sind. Durch diese Ver- 
hältnisse wird also ein Punct iu der Ebene tixirt. Besteht 
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12.1 

aber zwiselieu ihnen eine lineare, und dalier zwischen .v,, 
eine homogene lineare Gleichung von der Form 

a^x^ a^x^ + d^x^ — 0 , 

so erhält mau, wenn mau hierin die Ausdrücke (1) substi- 
tuirt, eine lineare Gleichung zwischen rj. Der von den Ver- 
hältnissen von x^, x-j, Xj abhängige I’uuct ist also alsdann 
veränderlich , muss aber eine gewisse Gerade beschreiben, be- 
zeichnet man ferner mit A', , A"j, >1', drei homogene lineare 
Functionen von .r| , .r.^, .Tj, indem man setzt 

A'i = -f + «3X3 

(2) Ä.J = «,"x, + a."x^ + «3"x3 

-''.1 = "r'x, + «i"'.«.. + a,rx.j, 

(worin die rechten Theile ebenfalls mit einem willkürlichen 
Proportioualitätsfactor behaftet sein können), so behalten die 
Grös.sen -V,, X.,, die beiden vorhin von den Grössen .c,, x.^, X3 
bemerkten Eigenschaften bei. Nämlich: sind die beiden Ver- 
hältnisse der X gegeben , so kann man mittelst der vorigen 
(»leichungen die beiden Verhältnisse der x, und dann mittelst 
der Gleichungen (1) die Wertlie von |, bestimmen. Die 
beiden Verhältnisse der X bestimmen also die Lage eines 
1‘uuctcs. Besteht ferner zwischen den .V eine homogene lineare 
Gleichung ft, X^ ft.^.V, -j- ft3-l'3 = B, so wird diese durch Sub- 
stitution der Ausdrücke (2) eine homogene lineare (ileichung 
zwischen den x, und durch Substitution der Ausdrücke (1) eine 
lineare Gleichung zwischen | und t]. Wenn demnach zwischen 
den X eine homogene lineare Gleichung besteht, so beschreibt 
der durch die Verhältnisse der X bestimmte Putict eine gerade 
Iiinie. Man sieht übrigens, dass die Grössen X von den x 
nicht wesentlich verschieden sind ; denn substituirt man in 
(2) die Ausdrücke (1), .so werden die X lineare Functionen 
von Tj, die sich von den x nur durch die Werthe der Con- 
stanten unterscheiden. 

12 . Hieraus fliesst folgende Detiuition: Unter homogenen 
Punctcoordiuaten werden irgend drei Grössen x, , Xj, x, ver- 
standen, welche folgende zwei Eigenschaften haben, dass 1) 
durch ihre beiden Verhältnisse die Lage eines Puuetes in der 
Ebene bestimmt wird, und dass 2) der von diesen Verhält- 
nissen abhängige Punct eine gerade Linie beschreibt, wenn 
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zwischen jenen (irössen .i'i, x,, eine homogene lineare 
tileichnng hestelil. — Denn wenn diese Redingungen erfüllt 
sind, kann man die Grössen x, x.j x., linearen Functionen 
zweier Parallelcoordinaten projiortional setzen, d. h. drei 
Gleicluuigen von der Form (1) aufstellen*). 

13. Die einfachsten Gleichungen gerader Linien, die man 
in lioraogencu l’unctcoordiuaten bilden kann, sind die fol- 
genden 

.E, = 0, .Ej = 0, Xj - 0 

oder nach (1) in Parallelcoordinaten ausgedriiekt 

Das von diesen Geraden gebildete Dreieck heisst das Fun- 
damentaldreieck (Gooi'dinatendreieck), und auf dieses be- 
ziehen sich .r,, .E.^, x^ als C'oordinaten eines Puncts. Die 
den Seiten .r, = 0, x, = 0, .r., = 0 desselben der Heihe nach 
gegenüberliegenden Ecken sollen künftig mit J , //, HI be- 
zeichnet werden. Führt man statt der x drei lineare homogene 
Functionen derselben, -V, als Coordinaten ein, so beziehen sich 
diese auf ein Fundamentaldreieck , dessen Seiten sind : 
j, = 0, -r, = 0, .r, = O. 

14. Die homogenen öoordinaten .r,, x^, eines Punctes 
sind von den Perpendikeln, die man von diesem Puncte auf 
die Seiten des Fundamentaldreieckes herablassen kann, nur 
durch constante Factoren verschieden; jedoch kann bei jedem 
der drei Perpendikel der constante Factor einen anderen W'erth 
haben. 

Beweis. Ist «I -f- ßi] -f- J' = •* die Gleichung einer 
Geraden in Parallelcoordinaten, und « der Coordinaten winkel, 
so ist die Länge p des von einem Puncte (|, i;) auf diese Gerade 
gefällten Perpendikels (Salmon. Anal, ticom. <1 KegcLclin., doutseb 
von Fieitler, 2. Aiifl. pag. 31.) 

_ sin m(n{ -f ^ ^ -f y) 

• /' «’ -j- ß‘ — 2«ß cos m' 

*) Dieser Uelinitiini stellt die folgende gegenüber : Unter boinogencn 
Linieneoordinaten werden irgend drei Grossen verstanden, welche die 
Eigenschaften besitzen, dass 1) ihre beiden Verhältnisse die Lage einer 
Geraden in der Ebene bestimmen, und dass 2) die von diesen Verhält- 
nissen abhängige Gerade sich um einen Piinct dreht, wenn zwischen 
jenen Grössen eine homogene lineare Gleichung besteht. 
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iMler .setzt nuiii 


SU ist 


sin ca 

"f* — 2cc p cos ( 


■f, 


P == .'/(«g + (i,i 4- y). 

Darin hängt die (irüsse A nur von der Lage der Geraden, 
keinesweges aber von der Lage des Punctes ah, behält also 
für alle Puncte denselben Worth. Nimmt man nun die Seiten 
des Fundameiitaldreiecks als die Geraden an , auf welche von 
dem Puncte (|, t\) Perpendikel gefällt sind, indem man den 
Gonstanten «, ß, y und dann auch A und p ludices beifügt, 
so hat man 


P\ = + ß,V + }'i) 

p., = A^{a.,l + ß.,>i 4- j/.,) 

/>3= I 4-^3»/ + y-i), 

und dann wegen der Gleichungen (1) in [llj 

Pt ■ Pi • Pi = ^h^t ■ 

oder mit Anwendung eines Proportionalitätsfactors p 

(l) p, =p/l,a;,, p.^ = QA.,Xj, p.^=^QA,,Xy 

15. Der vorige Satz macht es möglich. Ober die Vor- 
zeichen, welche den homogenen Coordinaten eines Punctes 
bei dessen verschiedenen Lagen beizulegen sind, etwas Be- 
stimmtes festzusetzen. Bekanntlich wechselt das von einem 
Puncte auf eine Gerade gefällte^ Perpendikel das Vorzeichen, 
wenn der Punct die Gerade überschreitet. Nach den vorigen 
Formeln kommt daher dieselbe Eigenschaft der Goordinale .r,- 
zu, wenn der Punct die iSeito .r,=0 des Fundamentaldreiecks 
überschreitet. Nun theilt jede Fundanientalseite die Ebene so 
in zwei Theile, dass das Fuudamentaldreieck sich ganz in dem 
einen dieser beiden Theile befindet. Daher w'ollen wir fest- 
setzen, dass das von einem Puncte auf die Seite a:,- = 0 ge- 
lullte Perpendikel p,- dann als positiv betrachtet werden soll, 
wenn der Punct in demjenigen der beiden durch die Gerade 
Xi = 0 von einander getrennten Theile liegt , in dem sich das 
Fundamentaldreieck befindet, negativ, wenn er in dem andern 
Theile liegt. Sind dann für ein bestimmtes System homogener 
Coordinaten die Verhältni.sse der Grössen A gewählt, so be- 
stimmen sich hiernach auch die Vorzeichen der Coordinaten. 
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IG. Alle in unendlicher Entfernung befindlichen i’uucte 
können als auf einer geraden Linie liegend angesehen werden, 
welche die unendlich ferne Gerade heisst. Die Gleichung 
derselben ist 


.«1 

wenn s, , s.^, Sj die Längen der Seiten des Fundamentaldrei- 
ecks bezeichnen. 

Beweis. Um die Coordiuaten des Durchschnittes zweier 
Geraden 

(1) = 0, i>|X, -f- ^2^2 + ^3^3 

zu bestimmen, hat man aus diesen beiden Gleichungen die 
Verhältnisse der x zu berechnen. Das giebt 

(2) .r, : X., : x^ = — u,h^ : 

Man kann aber auch noch anders verfahren. Verbindet man 
nämlich den Punct (.r, Xj Xj) durch gerade Linien mit den 
Ecken des Fundamentaldreiecks , so wird dieses in drei (posi- 
tive oder negative) Dreiecke zerlegt. Nennt man daher F 
den dop|)elten Inhalt des Fundameutaldreiccks, so hat man 
mit Berücksichtigung der in [15] gegebenen Zeicheuregel 
4- = F, 

oder nach den Formeln (1) in [14] 

p(Si .4,x, -f Ä.,A.^x., + s,4xj) = F. 

Man kann nun diese stets stattfiudendc Gleichung den 
Gleichungen (1) hinzufügen und dann Au.sdrücke für die (Joor- 
dinateu des Durchschnittspuuets selbst finden. Hetzt inan 


//, b.j //j 


= />, 


j .S'i /f| S., .Ij S.2 -4^ 
so giebt die Auflösung jener drei Gleichungen 

= ofl ''a)> 


fü ("'*2 “ 

welche Ausdrücke freilich wegen des willkürlichen Factors p 
nichts anderes besagen, .als die Gleichungen (2). Sie sind aber 
geeignet, erkennen zu lassen, w.as geschieht, wenn die Ge- 
raden (1) parallel sind, also ihr Durchschnitt ins Unendliche 
rückt. In diesem Falle muss mindestens eine seiner (äiordi- 
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uateu uneudlich gross werden, d. li. es muss D — 0 sein. 
Allein das Verschwinden dieser Uetermiiiante ist das Resultat 
der Elimination der Coordinaten aus den Gleichungen 
a^a:^ + + a^X;('= 0 

*,x, + + *3*3^0 

S, .//j Xj — I” S’2 “I“ ^3 -‘^33^3 ö* 

Daher kann ein unendlich entfernter Punct als der Durchschnitt 
der beiden parallelen Geraden (1) mit der Geraden 

y^,Xf -j- SjAjXj -f- S3.43X3 = 0 

betrachtet werden, und da diese letzte ungeändert bleibt, wenn 
man die parallelen Geraden variirt, so können alle unendlich 
fernen Punkte als auf dieser Geraden liegend angesehen werden. 

17. Unter den unendlich vielen Arten homogener Coor- 
dinaten, welche denkbar sind, und die aus der Verschieden- 
heit der Werthe von .4,, A^ in [14] entstehen, sind be- 
sonders drei hervorzuheben: 

1) Hessesche homogene Coordinaten. Diese sind 
die einfachsten unter allen und entstehen, wenn die Verhält- 
nisse und statt der Parallelcoordinaten eiugeführt wer- 
den. Da dann für alle im Unendlichen liegenden Puncte 
X 3 = 0 ist, so ist dies die Gleichung der unendlich fernen 
Geraden; das Fundamentaldreieck besteht daher hier aus den 
beiden Coordinatenaxen und der unendlich fernen Geraden. 

2) Perpendikelverhältnisse. Die Verhältnisse der 
von einem Puncte auf die Seiten des Fundamentaldreieckes 
gefällten Perpendikel werden direct als die Coordinaten dieses 
Punctes betrachtet. Die Coefficienten .4, , A ^ , A.^ werden daher 
dann einander gleich angenommen, und dadurch wird die 
Gleichung der unendlich fernen Geraden: 

s^x^ -f- -|- «3X3 = 0. 

3) Schnittverhältnisse. Diese wurden von C/tasles 
aufgestellt (GiSometric sup^rieure. pag. 341. Cremonn art. ;)6), 
hängen aber auf s Innigste mit den Variabein zusammen, auf 
denen der barycentrische Calcul von Möbius beruht. Sie be- 
stehen in Folgendem. Zieht man durch den Punct x, dessen 
Coordinaten x,,Xj, Xj sind, und durch die Ecken I,II,1H 
des Fuudamentaldreieckes drei Gerade, welche die gegenüber- 
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liegenden Seiten in l, »i , n schneiden, so werden die Verhält- 
nisse der Abschnitte, in welche die Fundamentalseiteu durch 
die letzteren Puncte getheilt werden, als die Coordinaten be- 
trachtet, indem man setzt 

In : w // = a'j : X| , JI l : l IJI = : Xj, II f m : ml =x^ 

Dies ist gestattet, weil nach dem Satze von Ceva 
(icsibichte der (ieometrie. Üentsdi von Solincke. inig. HOI) 

In. Hl . Ulm _ . 
n Tl . Tui 'ml ~ ‘ 

ist. Um die Beziehung dieser Sclmittverliältnisse zu den 

Perpendikeln zu erfahren, sei 
(Fig. 1.) hl = nll = </„ 
JJI/lii — n, II 11/ I = (1, so hat 
luan 


Fig. 


Iff 


A- 

f ■ ■ 




Pi 


<h 

Hin 


sin |j 
sin / ’ 


N' 


y, Sin « 

Hin ~siu II’ 
also 

9, .r, sin a sin / 

1/2 sin |t ' sin / / 

Bedeuten aber p, , die von x auf die Seiten x, = 0 und 
,r.^ = 0 gefällten Perpendikel, und .v, , s.^ die Längen dieser 
Seiten, so ist 


aiu a ;>| «in / 

siu ß sin // #2 


und daher 

Demnach folgt 
oder 


_ *1 Pi. 
Xj .»2 Pi 


.r, : »r,, : .r. 


s^p^ :s.,p.^ :hP‘sy 




*1 "3 

Die Coefficienteu ./ in [14] werden daher in diesem Falle 
.4. : .4 ., : ‘ ‘ , 

und damit erhält man die Oleithung der unendlich fernen 
Geraden : 

X, + X.. -f Xj = 0. 


-t-v V.iui ^le 
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18. Bezeichnet man mit x, , x.^, uuil y, , y.^, y., die 
homogenen (’oordinateu zweier Puncte x. und y, so sind die 
Grössen 

=x, + Ay,, z, = .Tj4-Ayj, = X 3 4 -Ay 3 
für jeden Werth von A die Goordiiiaten eines Puiictes, der 
auf der Verbindungslinie xy liegt. 

Beweis. Bei veränderlichen z ist 

az^ -f- l>^i + B 

diu Gleichung einer Geraden. Geht diese durch die Fiiucti? 
X und y, SU ist auch 

nx^ + i»Xj -|- cx^ = 0 

<‘y\ + /'yj + fya = t). 

Durch Eliininutiuu von a, b, c erhält mau daraus 

*1 ^2 ‘3 

X, Xj X 3 = U, 

1 'J\ vt y.i I 

welches bei veränderlichen z die Gleichung der Geraden xy 
ist. Diese Determinante verschwindet aber nicht bloss , wenn 
man statt der z die x. oder y substituirt, sondern auch dann, 
wenn man setzt 

Zi = X, + Ay, (»■ = 1 , 2 , 3 ) ; 

daher sind dies die Coordinateu eines Punctes der Geraden xy. 

19. Bedeuten r,=.r,-|-^yi die Coordinateu eines Punctes 
z, welcher [18| auf der Verbindungslinie xy der Puncte x 
und y liegt, so ist die Grösse A pro|)ortionat dem Verhält- 
nisse der Abschnitte xz und yz, in welche die Strecke xy 
durch den Punct z getheilt wird, nämlich es ist 



worin k eine ganz willkürliche Grösse bedeutet, die aber den- 
selben Werth behalten darf, wenn .r und y fest bleiben. 

Beweis. Auf die Beite r,- = 0 des Fuudamentaldreieckes 
falle man aus den Puncten x, y, z Perpenilikel und nenne 
dieselben resp. pi, y,, r,-, so ist (Fig. 2) 

= »- 
— Pi - '!i 

DvHftoBy Carroii «Irittur OrdnuuK. ’J 
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lliilfasiltzr 


ll-J. 


oder 

('■< — V.) = r. — />„ 

und wenn man der Kürze wej^iui 
= u setzt, 

(1 — fl) r, = p, — (II/,. 
Drückt ninii nun nach (I) in |14| 
die lVr|)endikel durch die Coordiiiaten aus. indem man die 
hei d(>n l’uncten x, //, r anttretenden l’ro]iortionalitiltsfactoren 
res|). durch p, p', p' hezeiclinet, so ist 

Pi == p .t,x, , q, = (i' Aitj, , r, = p " A, z, , 



und man erhält 


oder 


und daher 


(1 — p.)q" A iZi = p./.x, — fip' A,ij, 


(1 - !i)g" 

e 



’i : '1 : '*1 = — t* “ '/i : •■»■3 - f* “ ^3 = "*■:* “ ^ p“ Vr 

Es stellt sich mithin wiederum die schon in [18| ermittelte 
Form für die Coordiuaten tünes auf der Geraden .nj liefrenden 
l’unctcs z ein. Ausserdem aber ergiebt sich, dass man hat 



und darin ist zwar — *" = X eine willkürliche Grosse, ilie 
e 

aber von der Lage des l’uncts z ganz unabhängig ist, und 
welcher daher stets derselbe Werth beigelegt, werden kann, 
so lange die l’iincte x und y fest bleiben. 

Zusatz, üa sich für jeden Puuct r auf der Geraden xy 
der Werth des >Schuittverhältnisses xziyz angel>en lässt, so 
folgt aus dem Vorigen, dass die Coordinaten jedes l’unctes 
auf ilieser Geraden in der Form c, = x, -|- Ay, geschrieben 
werden können. 
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S. 2. 


‘iü. Ue/.cichiieii d, uud b, die CcKirdiimteii zweier l’uuete 
tt und b, c, und d, die Coordinatcn zweier anderen INinete c 
und (/, welche beide auf der Geraden ab liefen, so ist 

e, = rtj -)- Ibi, di = di 4- i^'b,. 

Nach |iy| ist dann 


daraus folf<t 


kl k': 


a c 
h c 


n_d 

hd 


Dieses Verliältniss heisst ein Dopjielverhiiltniss (Doppel- 
schnittverhilltniss, (ratio bisscc/iondlis) (Mö/iiim. Der liarycen 
Iriache Calciil. Leipzig 1827 . pag. 241 ) der vier Puncto d,b , c, d 
und wird bezeichnet durch 


o <• ^ n ti 
br ■ hd 


(« b c d). 


Bei dieser Bezeichnung ist die Ordnung, in welcher die Buch- 
stalien auf einander folgen, von wesentlichem Belange, weil 
das Doppelverhrdtniss bei einer anderen Combination der Buch- 
staben einen anderen Werth erhalten kann, ln Beziehung 
hierauf gelten folgende Sätze: 

21. Ein Üoppelverhältiiisa von vier Puncten bleibt un- 
geändert, wenn man die beiden ersten Elemente mit den 
beiden letzten vertauscht, ohne die Ordnung jedes Paares zu 
ändern, d. h. 

t« b c d) — (c d d b). 

Denn mau hat nach [20] 


(c d d b) = 


ca 

Ta 


rh a c. bc nc ^ a d 

dlf ad ' h d b c' h d 


{d b c d). 


22. Vertauscht man in einem Doppelverhältnisse die 
beiden ersten Elemente mit einander, oder die beiden letzten, 
so nimmt dasselbe den reciproken Werth an, <1. h. es ist 

(b d c dj — , , , , (« b d c) == , , * , • 

' ' (« h cd)’ ' ' (« Oed) 

2* 
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beweis. Es ist iiaeh [20] 


(l> a cd) — 


hc 

ar * a d « r 


hc 


1 1 

ad (« Oed) 
* /«/ 


Da mau nach [21] die beiden letzten Elemente zu den beiden 
ersten machen kann , ohne dass das üoppelverhältniss sich 
ändert, so gilt die bewiesene Eigenschaft auch von den beiden 
letzten Elementen. 


23. Vertauscht man in einem Üoppelverhältniss die 
beiden inneren Elemente mit einander oder die beiden äusse- 
ren , so ist die Summe des neuenistehenden Doppelverhältnisses 
und des ursprünglichen gleich Eins, d. h. 

{a c b d) -j- {a b c d) = 1 , 

(rf h c a) -|- (rt b c d) = 1 


Beweis. Aus den beiden Identitäten 

ab br = (IC ad — ab -|- bd 
folgt durch Multiplication 

ab . ad bc . ad = ac . ab -f ac . bd, 
und hieraus durch Umstellung 

ab(ud — ac) -|- bc .ad — ac . bd 

oder 


ab . cd bc . ad ca . bd — 0. 
Dividirt man nun mit bc . ad, so folgt 

ab . cd 1 < I c a . 

Ac . f/rf ' * Ac . 

also 


bri 
. ad 




j ab .cd , ac , bd ab ^ ad . ac ^ ad 

r A . <i rf * bc , ad cb ' cd * bc * b d 

d. h. 

(ficbd) -f- (abcd) = 1. 

Macht man wieder die beiden letzten Elemente zu den beiden 
ereton [21], so folgt dieselbe Eigenschaft auch für die Ver- 
tauschung der beiden äusseren Elemente. 

24. Unter den 24 Doppelverhältnisseu , welche sich aus 
den Abschnitten zwischen vier l’uncten bilden lassen, sind 
Je vier einainler gleich, z. B. 

{abcd) = {bade) = {cd ab) — {deba)] 
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denn man kiiiiii lauerst den i'iati'. [22] gleichzeitig aut die beiden 
ersten und auf die beiden letzten Elemente, und dann auf die 
ursprüngliche und auf die neue Form den Satz [21] anwenden. 
(Wendet man auf eine dieser vier Formen den Satz [2.‘5| gleich- 
zeitig für die inneren und die äusseren Elemente an, so erhält 
man keine neue Form.) 

Daher giebt es unter den 24 Doppelverhält ni.ssen nur 
sechs von einander verschiedene; von diesen sind nach [22| 
drei die reciproken Werthe der drei übrigen, und nach [2-'$[ 
ergänzt sich jedesmal eines mit einem der übrigen zu Eins. 
Wählt mau nun unter den .sechs verschiedenen Wertlieii der 
Doppelvcrhältnisse drei solche au.s, dass unter diesen keine 
zwei einander reciprok sind, und auch keine zwei sich zu 
Eins ergänzen, so heissen diese drei fundamentale Doppel- 
verhältnisse {frfttmna art. 0. Djo drei übrigen sind dann die 
reciprc)keii Werthe der vorigen und bilden ebenfalls drei fun- 
damentale Doppelvcrhältnisse. Hetzt mau z. II. — 

.so folgt aus [22] und [23] 

(ab de) = und dann (tidbc) =1 ^ ^ 

(aebd) = 1 — (t und dann {ardb) = - J_~ • 

Demnach sind 

{nbcd) = ft, {aedb) = ^ (udbe) = 

drei fundamentale Dopjielverhältuis.se, und 

{nbdc)=^, {acb<{)=\ — ii, {ndcb)=^^— 
ebenfalls. 

25. Wenn das Doppelvcrhältniss (abcd) den Werth — 1 
hat, so sind die Punctc a, b, c, d vier harmonische Puncte, 
und zwar sind die Elemente von jedem der beiden Paare ab 
und cd einander in Beziehung auf das ändere Paar zuge<jrd- 
net. Wenn daher zwei Puncte die Coordinaten 

Xi -|- kiji und Xi — liji 

haben , so sind sie einander in Beziehung auf die Puncte x 
und y harmonisch zngeordnet, denn das Doppelvcrhältniss ist 
dann nach [20] gleich — 1. Und umgekehrt. 
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2«. VV cmi von drei fuiidamentuleo üop])elverhältuis»eii 
zwei' eimiuder gleich sind, so hat aucli das dritte denselben 
Werth, welcher dann gleich einer iuiaginiiren Cubikwurzc'l 
aus — 1 ist. Die drei anderen fundamentalen I)op|)elverhält- 
nisse sind dann ebenfalls einander gleich, und gleich der zweiten 
imaginären Cubikwurzel aus — 1. Vier I’uncte, deren Dop- 
jiel Verhältnisse diese Eigenschaft besitzen, heissen aequian- 
liarino nische Puiicti! (f'irmona art. 27.) 

Beweis. Wenn von den drei fundanientaleii l)o])pel- 
verhältni.ssen [24] 


((ibcd) = n, (nr r rf *) = 1 1 ^ . (« rf * ^ ' 

die beiden ersten einander gleich sind , also p = i — p ’ 
p eine Wurzel der Gleichung p- — p -}- 1 = *•) !‘us welcher 
^ ~ = p folgt, sodiiss auch das dritte l)opj)elverhältniss den 

Werth p hat. Nun ist aber 


p’ - p + 1 = 


t 

f + •’ 


mithin p eine der beiden imaginären Wurzeln dej- Gleichung 
p^ = — . 1, und da das Product dieser beiden Wurzeln gleich 
+ 1 ist, so ist der reci|irokc Werth von p die andere ima- 
ginäre <hd>ikwurzel aus — I. 

27. Bedeuten x, x, x, x, die Abstände von vier Puneten 
12 3 4 einer Geraden von einem festen i’uncte t) derselben, 
und sind diese vier Grössen die Wurzeln einer Gleichung 
vierten Grades von der Form 

(1) ax' -|- 4<<x'' -f- -[■ 

so ist die Bedingung, dass jene vier Puncte bei irgend einer 
Zuordnung harmonisch sind, die folgende: 

(/ce + '’^beti — fid- — eb'^ — — 0 . 

Beweis.. Wenn, vier Puncte bei irgend einer Zuordnung 
harmonisch sind, ihr Doppelverhältniss bei dieser Zuordnung 
also gleich — 1 ist, so ist der reciproke Werth desselben 
etrenfalls gleich — 1. Didier haben die 24 Doppelvcrhältni.sse 
nach [24] nur drei von einander verschiedene Werthe, und 
diese gehören den drei fundamentalen Doppel Verhältnissen 

(2) (12 3 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3) 
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1111 . Hat eines derselben den Werth — 1 , so haben die beiden 
anderen resp. die Werthe ^ und 2, und alle Ubrifreu Doppel- 
verhiiltnisse erhallen einen dieser drei Wierthe. Deiiinaeh siuil 
die.se drei Anorduimgeu die einzig möglichen, in denen die 
vier l’uucte auf verschiedene Art einander paarweise harmo- 
nisch zugeordnet sein können. Betrachten wir die erste An- 
ordnung, so ist 

(1 2 3 4) = -! oder ’ 

und daher 

13 . 24 -f 14 . 23 = 0. 

Beachtet man nun, dass xA = .o — .r, ist, .so sclireilii sich 
diese tileichung 

(x, — a:,) (.c, — .T,) -f (.r, — ,r,) (x, — = <> 

oder entwickelt . 

2a.’|.rj — -Ci-rj — — .rjj;, — .e_,.r| -f- 2x,.r, = 0. 

Addirt man zu derselben die aus (1) lölgeude (ileielning 
.f|.i;, + + jr^x, -f x,.r| = ®^', 

.so erhält man nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen 
Factors 3 

x,x. + x,.r, — = 0. 

Uiese Gleichung tindet bei der Anordnung (1 2 3 4) statt. Da 
null der Ausdruck für ^ in den Wurzeln symmetri.S(h ist, so 

erhält mau für die beiden anderen Anordnungen (I 3 4 2), 
(1 4 2 3) durch entsprechende Vertauschung der Indices 

,c,x, -f .r,.r., - = 0 

.r,a:, + X..T, — ^ = 0. 

\'on diesen drei Gleichungen kann immer nur eine Statt linden, 
weil von den drei Doppelverhältiiissen (2) immer nur eines 
den Werth — 1 haben kann. Man erhält daher die iioth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die vier 
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Pulicte 12 3 4 in ii-j,'wi(I einer .\iior<lnuiijj; Inmuunisili sind, 
iiusgedrüekt durch die Gleichunj' 

(x^ .rj + a:.,.r4— + 

ln dieser ist der linke 'J'lieil syiniiietri.seli in den Wurzeln, 
und lässt sich dulier diinli die I Wnicienten der (ileicliung (1) 
rational aus<lrücken , wenn man die Gleichungen 

2:.r, = .r, 4- .T, + X, + .c, = — 

i'.r,.r, = .T, .r.j -|- j-, a:, + .r, ,c, + + x,.r, + .rj.r, == 

i'.r,,rj.T3 = .e,.ej.r3 + .r,.r,.c, -f- + x.,x^.r, = — 

.r.,x,x,x, = - 


beriieksichtigt. Di» Entwicklung giebt /.unächst 
{x^x, + x-yX^) + XyT,) (a:,.r, + 

— [(•■»^c'fj + ^:r'e|)(-P|-T3 + .r5.r,)4-(.r|j;j4-a;3X^) (x,.rj +Xj.r,) 

+ (-«1^3 + -rj-Kj) + •»• 2 * 3)1 
+ (-^1*2 + *,.*3 + *l*,-f *2-»^3 + X2*« + *3-K)) — = 


p _ 5r rt 4. li* . ^ _ 8'-\ 

ft * * /»* /I 


wofür wir abgekürzt schreiben 

( 3 ) 

Nun ergiebt sich 

P = 2 Jx,^XjX.,x, -{- 

und es hst 

Z.r,-\r.,.r 3 .r, = .i:,.rjX,x^(.r ,2 + Xj’ - 4 - X 3 ' + x,’) 

^ c /Iß Ä» 2 IßW;« 32 gf 

rt l fl* * ^ / 

2 ^.r,*x,’x.,^ = -*’f' — 2 x, x,x,x, i'.r, x. 


' I •' 2 -* 3 
IGrf* 


2 ^ ß'* Ißrf* 12rg 

an o* rt* 


also 


16 'Hl - 24 q + 16 " . 

/i« * /T* 
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l'eriier 

O = = .»•,. r,.r.,(.r, +.rj + .r,)-f-.r,. r,.r,(.r, 4- 

+ -Pi (■'•i + + •»■.) 

= - 4 

+ (Y' + •'•j) + i (‘f + -»-i) ] 

Ah I __ *6 Ad U 

(t n ' n \ rt* a 

Nach fc>übstitulioii der Ausdrücke für /’ und {) in (3) erhält 
mail daher 

‘1-.^ _ 24 4 Ifi ''I - L' f m '‘4 _ + 16 = 0 

lind dann nach Multiplication mit und gehöriger lieduction 
h‘c — aec -|- ad^ — 2bcd -f- c’ = t), 

welches mit umgekehrtem Zeichen die obige Bedingung ist. 
{Cremnnn art. 6. Sulmoti. Lcssons introductory to tho modern higher 
algcbra. jiag. lOO.) 

28. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, welche 
zwischen den Coel'ficienteii der Gleichung (1) in [27] statt- 
findet, wenn die Wurzeln der letzteren vier aequianharmo- 
nisclicn Puncten angehören, ist 

ne — Abd 'Ac' = 0. 

Beweis. Nach [26] sind die vier Puncte 12 34 aequian- 
harraonisch, wenn 

(1 2 3 4) = (1 3 4 2) 

d. h. 


. 11 

23 ■ 24 


14 . « 
34 ■ 32 


ist. Biirch die Wurzeln ausgedrückt erhält man hieraus 

*l) (»4 — »*' (j, — X|) (x, — J,) _ 

(x, — X,) (x, — X,) (x, — X,) (x, - X,) 

oder 

(.r, — .r , ) (.c , — .r j) ( Xj —x,) ( j;, — ar, ) -f (.r j — .r,)'' (.r^ _ .r, )’■' = ( ». 

Diese Gleichung erweist sich als symmetrisch in Beziehung 
auf die Wurzeln, denn sie giebt entwickelt 

(1) — 2,'x,’.rjX, -|- + 6 . x, XjX,.r, = 0. 
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- 4.C, -- 16 — 4 

— 2[2.>,2., + ;{.r,.r,.r.,.r,| 

= {-•»•I ■'■?)■ — '2{2:.i:,Xj.r,) (2.V,) + 2.r, .r^.Cj.r, 

= •;g - :52 + 2 • 

HiiKstituirl tiian diese Wertlic in (1), so erliiill man 

i>,t 


— 16";' + 4 " + 36' , 

«* ' a ' n' 

oder reducirt 


32 * -I- 2 + 6 

rt* ' fl ' 


nc Ahd + 3r’ == 0. 

(Aiini'in. Kqiiatiou des rapiiorU anhannoniqiies (Nimv Ann. de Malli. 
lid. 1!>. piip 41‘2.) Cremnmi art. 27.) 


§. 3. 


29. Alle l’unete einer (ieraden bilden eine rniic treibe; 
die (ierade sellist heisst der 'l’räger der Pnuctreihe. Sind 
x,!j zwei Puncte derselben, so können die Coordinatcii aller 
Punete der Ueilie nach [19| durch x, -f- Ay, ausf'edrückt wer- 
den, wenn mau dem A nach und nach idle Werthe zuer- 
(heilt. 


30. Sind ,r, -f A,y,, x, -f A^y,, x, -j- A,,y,, .r, -f A,y, die 
Coordiuaten von irgend vier Puncten n,b,r,d einer Reihe, 
so ist das Do]i|ielverhältniss 


(u h r d) 



IJeweis. Legt man die Puncte a,h als die den Träger 
Ite-stimmenden zu Grunde, so können die (.’nordinateii jedes 
Punctes der Keihe in der Form 


geschrielren werden; diese lilsst sich uml'onnen in 
(1 -f y) (.r, + y,), 

und <la es nur auf die Verhältni.sso der Coordiuaten ankomml, 
so kann der gemeinschaftliche Factor (1 -p f*) nnberiicksich- 
tigt bleiben. Man erhält daher den Puncte, wenn man setzt 


Digilized by Google 



au» dti- Gfuiuctriu dor gtr.kdi'ii Linie. 


27 


•Lt.) 

(1) 


i, -f ul, 


= >la- 


1 + f* 

Ebenso kann man ilie Coonlinaten «le.s l’nnctes t1 in iler Form 

+ ft'C'V + ^i<J^ 

sflireibcn und erliäll ilieson l’uuct, wenn 
/o\ ^1 “F 3 

ist. Nun Ist nach 12<>1 das Do|ii)elverhilltiii.ss (ci h c li) ;fleich 
fl : fl', aller ans (1) nnd (2) ersieht sich 


!• = 


- l, ’ 


1 , - 1 , 

'' = - »r--ii 


lind hieraus 


f* tf t, i, — i, 

:{1. Sind die vorigen Puncle vier harnionisclie Puncte, 
iiinl /.war n b und r d einander resji. ziigeordnet, so ist 

Ai kj — i (^1 “1" + ■^•i) + ^j^i — 

nenn in diesem Falle ist (25] 



was entwickelt die obige (.ileichung giebt. (//«« Vorlc». au» der 
anal Gcoiii. der geraden Linie ute. |iag. 53.) 

32. Pezeichnet inan nach (2!)] mit .c, -|- Ay,- die t'oordi- 
naten der [’uncte einer Punctreihe auf dem Träger .ry und mit 
.r/ -f- ktji die Coordinaten der Puncte einer zweiten Punct- 
reihe auf dem 'fräger x'tj, .so sollen je zwei solche Puncte 
der beiden Iteihen , welche gleichen Werthe von A angehören, 
einander jiroj ec t i v is ch entsiirechend , und iibcrliau|it die 
beiden Punctreiheu in Ansehung der einander so eutsjirechen- 
deu Puncte proje c ti v isch genannt werden. 

33. Bei zwei projectivischen Punctreilien ist das Doppel- 
verhältniss von vier Puncten a, b, r, tt der einen Ueihe gleich 
dem Dopjielverhältniss der vier egtsiirecheiiden Puncte a',b',c',(f 
der anderen Ueihe. 

Beweis. Das Doppelverhältniss der Puncte «,• b,c, d 
hängt [3<H nur von den VVerthen von A ab, welche diesen 
vier Puncten angehören. Den vier entsprechenden Puncten 
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[ 33 . 


n', b', c , (f yi‘hört '11 iibt*r (.82) die {»leiclieii VVertlie von K an, 
daher haben diese let/.teren I’uucte da.s iiiiiiiliclie Doppelver- 
hältiiiss, wie die erstcreu. 

34. Wenn das Doppelverhältniss {nbrä') von vier l’micten 
einer Geraden dem Doppelverhältniss {(i // c ff) von vier eben- 
falls in "orader Linie liegenden l’nneten gleich ist, so ent- 
sprechen die l’nncte einander der Reihe nach projectivisch. 

U o w e i 8. Heien 

■O, !/,, -f lij,, X, -f (tij, 

die (.Koordinaten der l’nncte a,b,r,f1, 

•r/ y/, x! K'ij!, x' -f g'//, 

die der Puncte a', b', c, ff, so ist |2<-)] der Voraussetzung nach 

k' i 

a y. 

oder mit Aiiwendnng eines Proportionalitätsfacbirs q 

r = pÄ g' = pp; 

daher kann man die Coordinaten der Puncte a', b\ c, ff auch 
schreiben 

X.', >ji, •< + x'i + ppy/ 

oder 

x'i, yl, p (7 + P (7 + 

Nun kommen aber lediglich die Verhältnisse der (Koordinaten 
in Betracht, daher kann mau statt der vorigen auch setzen 

7. y>, 7 + ^<Ji, 7 + f*y., 

mithin entsprechen diese vier Piuicte den Puncten a b c fi der 
Reihe nach projectivisch [K52]. 

35. Zwei projectivische Punctreihen sind vollständig be- 
stimmt, sobald drei Paare entsprechender Puncte iia',bb',cc 
gegeben oder willkürlich angenommen sind. — Denn in Folge 
der Gleichheit der Doppelverhältnisse 

{a b c d) — {a b c tf) 

ist zu jedem Puncte d der entsprechende d' eindeutig be- 
stimmt. 
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30. Diejenigen zwei Puncte r und q' zweier projectivi- 
seher Punctreihen, von denen jeder dem unendlich fernen 
Puncte der anderen Ueihe entspricht, heissen die üegen- 
puncte der beiden Reihen. 

Das Product der Abstände je zweier entsprechender Puncte 
a , a von ihren Gegenpuncten ist constaut d. h. 

ar . a q = (’onst. 

Beweis. Sind a,b,c,d irgend vier Puncte der einen 
Reihe, a, b', c, tf die ihnen entsprechenden der zweiten Reihe, 
so ist [.33] 

(abcd) == (flt' b' c <t) 

oder [20] 

n c ^ u d a c n *( 

h c ' b d it c ' ITd 


Setzt man nun 
und daher 


c = r 


d — oo 


(T = q, 


so haben die Verhältnisse ^ und beide den Grenzwerth 

Oti ft c 


Eins, und daher ist 


also 


a r 

Ä7 


1 = 1 - 2 ^ 

7/q’ 


ar . n q' = br . b'q \ 

daher bleibt der Werth dieses Products ungeändert, wenn an 
Stelle von a d ein anderes Paar b b' entsprechender Puncte 
tritt. 


37. Entsprechen die Puncte zweier Reihen einander der 
Art, dass das Product ihrer Abstände von zwei festen Puncten 
r und q’ constaut ist, so sind die Punctreihen projectivisch, 
und r, q' sind die Gegenpuncte der beiden Reihen. 

Beweis. Bezeichnet man mit a die Constante, und sind 
ad, bb', cc, dd vier Paare entsprechender Puncte, so ist der 
Annahme nach 


ar . dq' = br . b'q' = er . c'q' — dr . d!q' == a, 

mithin 


aq = 


Uq\ ■■ 


ft 


Cti ^ 

r r ' 


dq 


a 

Tr' 
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Da nun ai/ — = t»tc. ist, so 


ac 


u{cr — <ir) 

ar , e r 

Uit = — 


n . ar 
ar » rr* 
a . ful 
ar . dr^ 


ItC -= — 

tiiT = — 


of hr 
hr , rr 
a . ft d 
hr . dr^ 


ttml dain^r 


a V ^ n\t a r ^ a d ^ 

ft c ’ fl ti' h c * ft d^ 


das Entsjm'cluüi d(‘r l’iiiictf ist also iiacli |.'5-1J t.-iii jirojec- 
tivischos. Lässt man in dur Gluiclinng ar . «V = a den l’iinct 
a mit ;• /.usannnenfallen, so wird die DisLin/, «/ gleich Null, 
folglich muss a' ins Unendliche rücken, d. h. r ist der Gegeii- 
j)iinct der einen Reihe, und el/euso //' der d(?r anderen Reihe. 
(Cremoua art. 8.) 

38. Wenn zwei projectivische Runctreihen auf der näm- 
lichen Geraden liegen, (anfeinauderliegende projectivische 
Runctreihen sind) so gieht es stets zwei und nur zwei (reelle 
(sler imaginäre) Runcte, die mit ihren ontsj/rechenden zusam- 
menfällen und Doppel puncto genannt werden. Die Mitte 
derselben ist .stet.« reell und fällt mit der Mitte der Gegcni- 
punctc zusammen. 

Beweis. Sind ««' zwei entsprechende, r, t/ die (Jegen- 
jmncte, und bedeutet u eijie Constante, so ist (3(j) 
ar . at/' = a. 

Nimmt mau nun auf dem gemeinschaftlichen Träger irg(md 
einen festen Runct o als Anfangspunct von Strecken an , und - 
bezeichnet die in o beginnenden und in den Runcten a, r, 
etc. eudemlen Strecke oa, or , etc. mit den Ruchstid/en a, r, 
etc., so kann man die vorige Gleichung schreilien 
(/■ — a) (//' — a) •= u. 

Uedeutet nun x einen l’unct, der mit dem ihm entsprechenden 
zusanmieniällt, so muss die Strecke x der Gleichung 
(r - X) (v' — x) = u 

genügen. Diese, welche sich auch schreiben lässt, 

( 1) x‘ — (/■ c/).r + ff/' — K = O, 

hat stets zwei reelle oder imaginäre Wurzeln, welche die L)op 
[lelpuncte liefern. Nennt man diese Wurzeln r und /", so tVdgt 
ferner 
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e + / _ r + v' 

2 2 

(]. h. die Mitte der Duppelpunete ist immer reell und fällt mit 
der Mitte der (jejrenpuncte zu.sammeu. Wenn die Wurzeln 
der (aleichung (1) imaginär ausl'nllen, so sind zwar die Üojipel- 
puucte auf dem Träger der Functreiheu nicht mehr angehhar; 
da sich aber für die von ihnen bogrenzkui Strecken auch in 
diesem Falle vollkomnieu heatimmte, wenn auch imaginäre, 
algebraische Ausdrücke ergel)en, so betrachtet man die Oop- 
pcljmncte, dann auch als vorhanden und nennt sie imaginär*). 

Hei zwei aufeinander liegenilen projectivischen Funct- 
reihen hat das von irgend zwei enls|»rechenden Fiincten mit 
den beiden Doppelimncteii geliildete Dojipelverhältniss einen 
constanten Werth. 

Beweis, ^ind c, f die Doppelpuncte, ua , hb' zwei Faare 
entsprechender Fuuete, so ist, da jeder Uo|»pelpunct sich 
selbst entspricht, nach [3.^| 

(rt h c f) = («' V f f ) 


oder [20| 



a t* 

. «/■ 

d e ^ d f 

Te ■ 

Hieraus aber folgt 

■ bf 

Jt e ' d f 

u e 

. «r 

h e ^ h f 

dt 

oder [20J 

■ «? 

de * d/ 


(au ff) = (hb' ef\, 

d. h. das iJoppelverhältniss ändert seinen Wertli nicht, w’enn 
an Stelle von u u’ ein anderes Faar ents|irechender Functe 
bU tritt. 


♦) Mau kann die iniagiii.ären Oo|nicli)Uncle zweier aut eiuamler 
liegeuiler projectivischer Piincl reihen stets reell augeben, wenn man die 
i'unclreihen als einen s]>eciellen Kall zweier kreisverwandter l'nnet- 
sjsleine botraddet. Aller.dinfcs liegen die Itoppelpnmte dann niidit aiil 
dem Träger der l’uuctreilien und erselieinen. wenn inan sii' da «lulit, 
wo sie nicht liegen , als imaginär. 
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40 . Wenn bei zwei auf einander liegeinleii prqjectivischen 
l’unctreihen das constante Doppelverhültni.äs zwischen zwei 
entsprechenden l'uncten und den beiden Uopi>elpuncten den 
Werth — 1 hat, d. h. (25J wenn irgend zwei entsprechende 
Functe, und daher [39] alle entaprecliendeu Functepaare die 
Strecke zwischen den Doppelpuncten harmoniscli theilen, so 
heissen die beiden Functreihen eine (quadratische) Involu- 
tion, und die entsprechenden Functe heissen conjugirte 
Functe der Involution. 

41 . Wenn bei zwei aufeinander liegenden projectivischeii 
Functreihen ein Funct « der ersten Reihe einem Functe a 
der zweiten Reihe, und gleichzeitig dem Functe n der ersten 
Reihe der Funct « der zweiten Reihe cntsi>richt, so heisst 
das gegenseitige Entsprechen der beiden l’uncte a , a ein 
involutorisches. 

Bei einer Involution von Fuucten entsprechen alle con- 
jugirten Functe einander involutorisch. 

Beweis. Sind an' irgend zwei conjugirte Functe, e, /' 
die Doppelpuncte, so ist [40] 

{a a’ e /") = — 1. 


Nach [22] aber ist 


und daher auch 


(« a ef) = 


1 

(auf!) 


\u a e f) = — 1 , 

folglich ist 

(rt a' e / ) = («' u e f) 

d. h. [34] entspricht a dem «, so entspricht auch ti dem u. 

42. Wenn bei zwei aufeinander liegenden prqjectivischen 
Functreihen die Functe eines Paares einander involutorisch 
entsprechen, so bilden die Functreihen eine Involution und 
daher [41] entsj)rechen sich alle Functepaare involulorisidi. 
Beweis. Ist 

(« a e f) = (ii a ef), 

so ist, weil [22] 
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44 .] 

{aaef) = 

ist, 

{aa' eff = 1, 

und da das Uoppelverhältniss aus vier von einander verschie- 
denen Pnncten niemals den Werth -f* 1 haben kann, so ist 
{aaef) = — 1, 

und daher [40] bilden die Punctreihen ein^ Involution. 

43. Durch zwei conjugirte Punctepaare ««', hb', die man 
auf einer Geraden willkürlich annehmen kann, ist eine Invo- 
lution bestimmt. 

Beweis. Zwei projectivische Punctreihen sind durch drei 
Paare entsprechender Puucte bestimmt [35]. Nun hat man 
hier von der einen Punctreihe vier Puncte a, h, 1/ und von 
der anderen die resp. entsprechenden a, n , b', b. Die Punct- 
reihen sind also jedenfalls bestimmt; sie sind aber auch nicht 
iiberbestimmt, ^denn nimmt man zuerst nur a,a',b und ihnen 
entsprechend a, b’ an, so hat man ein involutorisches Paar 
aa', und daher muss [42] auch das zweite bb’ ein iuvolutori- 
sches sein, d. h. es muss auch b dem b' entsprechen. 

44. Es giebt immer ein und nur ein (reelles oder ima- 
ginäres) Punctepaar e, f, welches gleichzeitig zwei auf einer 
Geraden gegebene Punctepaare aa' und bb' harmonisch trennt; 
und zwar sind e, f die Doppelpuncte der durch aa' und bV 
bestimmten Involution. 

Beweis. Die Doppelpuncte e, f der durch ad , bb' nach 
[43] bestimmten Involution haben die genannte Eigenschaft 
[40]. Bezeichnet man nun die Coordinaten der Puncte a, 
b, b' durch 

Xi -f Ay,-, Xi -j- Ay,; Xi -f- (iiji, av -f (i'iji 
und die der gesuchten Puucte e, f durch 
Xi + Vlji, Xi -f v't/i, 

so müssen, wenn das letztere Paar jedes der beiden ersteren 
harmonisch trennen soll, nach [31] die Gleichungen 

vv' — ^ (v v') (A + A') -I- AA' = 0 
vv — + >'') (f* + ^ 

erfüllt werden. Aus diesen können vv und v -j- v' eindeutig 

DiJKfcüK, <‘nfveu lUitter itrdiiunfr. 3 
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bestimmt werden, und dalier sind v und v' selbst die Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung. Demnach giebt es nur ein 
Werthepaar für v und i/', welches den vürigen Gleichungen 
geuQgt. {Hesse. Vorl. aus der anal. üeom. der geraden Linie, etc- 
pag. 64.) 

45 . Wenn von drei Punctepaareu aa, bb', cd auf einer 
Geraden jedes die nämlichen zwei Puuete e, f harnionisch 
trennt, so sind jene drei Punctepaare conjugirte l’aare einer 
und derselben Involution, und e,y die Doppelpunct»' der letz- 
teren. — Denn e, f sind nach [44] die Dopi»elpuncte der 
durch ad, bb' bestimmten Involution, und da cd ebenfalls 
einander harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf e, f , so 
gehören sie nach [40] derselben Involution an. 

46 . Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass 
drei Punctepaare ad, bb', cd eine Involution bilden, kann 
durch jede der folgenden vier Gleichungen ausgedrückt werden ; 

ab' . bd . cd = ad . bd . cV 
ab' . bc . cV== ac . bd . db' 
b d . ca . a'b' = ba . cd . a'd 

cd . ab . b'c — cb . ad . b'd. 

Beweis. Wählt man unter den vorliegenden sechs 
Puncten zwei conjugirte und zwei nicht conjugirte aus, z. B. 
ab d d, so entsprechen diesen der Reihe nach projectivisch 
die folgenden d b' a c. Bs ist also 

(1) (a b d d) = («' b' a c) 

d- «• l^'^l 

a a ^ (IC (ta ^ a c 

hn * Itc b'n * b'c 

oder 

aa.hc aa,b*c 
ha , ac b a . ac 

Hebt man darin die auf beiden Seiten vorkoniinende Strecke 
ad fort, so ergiebt sich 

bc h'c cb' 

ba’ . ac b'n . n'c ab . ca' 

oder 

(2) ab' .bd . cd ==■ ad . bd . cb', 

welches die erste der obigen Gleichungen ist. Aus dieser 
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folgen die drei übrigen, wenn man nach der Reihe die Puncte 
der Paare cc, <ta', bV unter einander vertauscht. (Schröter. 
Steiner'sVorlesungenpag.66.) Findet umgekehrt die Gleichung (2) 
statt, so folgt aus ihr rückwärts die Gleichung (1), welche 
zeigt, da-s.s die Puncte des Paares an' einander involutorisch ent- 
sprechen , sodass das nämliche nach [42] auch von den Paaren 
bh' und cc gelten muss. 


§. 5 . 

47. Bedeutet x den Abstand eines veränderlichen Punctes 
einer Geraden von einem beliebigen festen Puncte derselben, 
und besteht die Gleichung 

worin die n und b gegebene, A aber einen veränderlichen 
Zalilencoefficienten bedeutet, so entsprechen jedem Puncte x 
(« — 1) andere Puncte der Geraden. Denn setzt man den 
einem angenommenen Puncte zugehörigen Werth von x in 
die Gleichung (1), so liefert diese zunächst den zugehörigen 
Werth von A und besitzt dann n Wurzeln, von denen eine 
die angenommene x ist. Man kann auch sagen, dass jedem 
Werthe von A vermöge der Gleichung (1) eine Gruppe von 
n Puueten zugehört, entsprechend den n Wurzeln der Gleichung 
(1). Das System .solcher Punctgruppeu , welches entsteht, 
wenn man A andere und andere Werthe zucrtheilt, heisst eine 
Involution n'“'" Grades {Cremona art. 2t. JnnyauVfs GeneraliEU- 
tion do la tb^orie de rinvoluUon. Anoali di Matcmatica II. pag. 86). 
Fallen in einer Gruppe zwei Puncte in einen zusammen, so 
heisst ein solcher Punct ein Doppelpuuct der Involution. 

48. Ist «=:1, sodass die Gleichmig (1) in [47] in 
folgende 

(1) a^x -f- (l^ -f- A(6„a; ^»i) = 0 

übergeht, so besteht jede Punctgruppc nur aus einem Puncte; 
eine Involution ersten Grades bildet also eine einfache Punct- 
reihe. Hat man nun eine zweite Punctreihe, l^estimmt durch 
die Gleichung 

-f- II,’ + A(t/.,,r’ + //,') = 0, 

3 * 
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80 sind diejenigen Puncte beider Reiben, welche gleichen 
Werthen von A angehören, einander projectivisch entsprechend. 

Beweis. Bezeichnet mau die Werthe von x (und auch 
die entsprechenden Puncte), welche zu A = 0 und A = oo ge- 
hören, resp. mit | und rj, so ist 



und filhrt man diese in die Gleichung (1) ein, so crgiebt sich 
1 "o * — S . 

die Grösse A ist also proportional dem SchnittverhUltniss, 
welches der veränderliche Punct x mit den festen Puncten S 
und »; bestimmt. Bildet mau nun da.s Doppelverhältniss von 
vier Puncten der einen Reihe und das von solchen vier Pnnctcu 
der zweib'ii Reihe, welche gleichen Werthen von A ange- 
hören, so haben diese beiden Doppelverhältnisse gleichen Werth 
und folglich [34] sind die beiden Punctreihen projectivisch. 

49. Eine Involution zweiten Grades (n — 2) ist identisch 
mit der in [40] tf. betrachteten Involution. 

Beweis. In diesem Falle besteht jede Punctgruppe ans 
zwei Puncten, angehörig den Wurzeln der Gleichung 

(1) a^x- -|- ff, ar + -|- ^{bgx'^ + *,a; h.j) — 0. 

Nimmt mau aus jeder Punctgruppe nur einen Punct, so er- 
hält mau eine Puuetreihe; und daher können die sämmtlicheii 
Gruppen als zwei auf demselben Träger befindliche Punct- 
reihen angesehen werden, in welchen je zwei Puncte ent- 
sprechende oder conjugirte sind, die derselben Gruppe ange- 
hören. Wenn mau nun zeigen kann, dass dieses Entspreclien 
der Puncte der beiden Reihen ein projectivisches ist, so ist 
es wegen "ihrer Entstehung aus der quadratischen Gleichung 
auch immer ein iuvolutorisches [41], und daher bilden dann 
die Punctreihen eine Involution im früheren Sinne [42). Be- 
zeichnet man, um diesen Nachweis zu liefern, die Wurzeln 
der Gleichung (1) mit .r, und x.^, so ist zuerst 


(2) 




Xbf 
flo + i &o 


Für diejenige Gruppe aber, welclier der Nullpunct angehört, ist 
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a.^ -h A = 0 oder A = — 

uml. der dem Nullpuncte coiijugirte Pimct isf daun bestimmt 
durch 

f — "I d“ _ "i — n, 4, _ 

Oq -p t fifi 

Wühlt mau jetzt den Nullpunct so, dass der ihm conjugirte 
Punct im Unendlichen liegt, so muss 

« 0*2 — « 2^0 = 

oder, wenn q einen willkürlichen Proportionalitätsfactor be- 
deutet , 

*2 = 9"i h = Q«o 

seiu. Substituirt mau diese VVerthe in (2), so folgt 

-r -r — _ "» 

- «o(I + iV) 

d. h. das Product der Abstände zweier coujugirter Puncte von 
dem neuen Nullpuncte ist unabhängig von A und für alle 
Punctepaare constant. Demnach [37] sind die in Rede stehen- 
den Punctreihen in der That projectivisch, uud der neue Null- 
punct ist der gemeinschaftliche Gegenpunct beider Reihen. 
Dass der letztere beiden gemeinschaftlich ist, bestätigt, dass 
der Gegenpunct und der unendlich ferne Punct einander in- 
volutorisch entsprechen. {Cremona. art. 25.) 

50. Wenn in der Gleichung (1) in [47] n = 3 ist, so 
erhält mau eine cubische Involution vermöge der 
Gleichung 

( 1 ) .r=* + rt, a:- -f .r + -f A .r* + .r* -f x + 

.fede Gruppe besteht hier aus drei Puueteu. In einer cubischen 
Involution giebt es vier Doppelpuncte , d. h. unter den Pimct- 
gruppen, welche eine cubische Involution bilden, giebt es 
vier, welche zwei zusammenfallende Puncte enthalten. 

Be'vveis. Ein Doppelpunct entsteht dann und nur dann, 
wenn die Grösse A einen solchen Werth hat, dass die Gleichung 
(1) zwei gleiche Wurzeln besitzt. Nun ist aber die Bedingung, 
dass eine cubische Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, nach 
[9] eine Gleichung, welche die Coefficienten der cubischen 
Gleichung in der vierten Dimension enthält. lu Beziehung 
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auf A wird daher diese Bedingung eine Gleichung vom vierten 
Grade. Die vier Wurzeln derselben sind die Werthe von 
A, deren zugehörige Punctgruppen Doppelpuncte enthalten. 
(Cremona, art. 22.) 

51. Ist eine cubische Involution der Art, dass von jeder 
Gruppe ein Punct in einen festen Punct o hineinfilllt, so 
fallen in diesen auch zwei Doppelpuncte hinein , und es giebt 
ausserdem nur noch zwei andere Doppelpuncte. 

Beweis. Nimmt man den Punct o als denjenigen, von 
welchem aus die Abstände x gerechnet werden, so muss im 
vorliegenden Falle die Gleichung (1) in [50J für jeden Werth 
von A eine Wurzel .c = 0 haben; daher muss «j = 0, b.^ = 0 
sein, und die Gleichung die Form haben 

(1) x[agx‘‘ + «,.T + + A(*„x’ + b^x + = 0. 

Bestimmt man nun wieder nach [9] die Bedingung, dass diese 
cubische Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so hat man in 
[9] (1 = 0 zu setzen , und dadurch reducirt sich die dortige 
Gleichung auf 

— iac) = 0. 

Das giebt auf die vorliegende Gleichung (1) übertragen 
(2) («, + kb,y [(«, + Ai-,)’ - 4(a„ + Ai-„) (a, + Ai-,)]=0. 

Diese Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln A, für welche 
«j + Ai-j == 0 ist, und für welche die Gleichung (1) im linken 
Theile den Factor x’ erhält, so dass zwei Doppelpuncte in 
X = 0, d. h. in 0 hiueinfallen. 

52. Ist eine cubische Involution von der Art, dass nicht 
allein von jeder Gruppe ein Punct in o hineintUllt, sondern 
dass ausserdem eine der Gruppen aus drei in o zusammeii- 
falleuden Puucten besteht, so fallen drei Doppelpuncte in o 
hinein, und es existirt ausserdem nur noch ein anderer Dop- 
pelpunct. 

Beweis. In diesem Falle muss es einen Werth von A 
geben, für welchen in (l) [51] gleichzeitig 

== Ü und «2 + A &2 = 0, 

ist, so dass dann 

"I 

4 , h,’ 
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oder wenn p einen willkürlichen Proportionalitätsfactor bedeutet, 


rti = ga.^ bf = gb.j 

sein muss. Dadurch reducirt sich die Gleichung (2) in [51] auf 
(,,, + lb,Y + Ib,) - 4(«„ + = 0, 

welche drei gleiche Wurzeln A hat, llir die a.^ -{- Aftj= 0 ist, 
und denen der Punct o als Doppelpunct angehört. 

53. Gerade so wie sich in [48] ergeben hat, dass in 
zwei Involutionen ersten Grades, d. h. zwei Punctreihen, 
solche Puncte einander projectivisch entsprechen, welche 
gleichen Werthen von A angehören, so sollen auch in zwei 
Involutionen beliebigen Grades, welche von den Gleichungen 
+...+ «r„ + A(t„ a:* -[-*, + 

«„'a;'" + 4- . . . + fl'.. -|- A (*o'a:”+ ft,'a:'"-* + • . . + //„)=0 


abhängen, je zwei Punctgruppen, welche gleichen Werthen vonA 
zugehöreii, einander projectivisch entsprechend genannt werden. 

54. Legt man von einem beliebigen Mittelpuncte m aus 
Strahlen durch die Puncte einer Involution beliebigen Grades 
auf einer Geraden T, so bilden die Durchschnitte dieser Strah- 
len mit einer beliebigen anderen Geraden T' eine Involution 
desselben Grades, welche mit der vorigen projectivisch ist. 

Beweis. (Fig. 3.) Man nehme T als Abscissenaxe in 
einem Parallelcoordinatensystem , und als Ordinatenaxe die 
Gerade, welche den Anfangspunct o 
der Strecken x mit dein Mittelpuncte 
m der Strahlen verbindet. Ebenso sei 
T' die Abscissenaxe in einem zweiten 
Parallel - Coordinatensystem , dessen 
Anfangspunct o', und dessen Ordi- 
uatenaxe beliebig seien. Nennt man die 
Coordinaten irgend eines Puncts üi 
Beziehung auf diese beiden Systeme resp. |, )j und -q, so sind 
die Trausformatioiisformeln von der Form 



1 = k a%’ bq jj = A' -I- rt'|' -f b'q 
worin n, b, a', h', k, k' constant sind. Setzt man om = r, so ist 
(fie Gleichung irgend eines Strahles mp in Beziehung auf das 
erste Coordinatensystem 
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+ ” = -1 
,v ‘ c 

und daher iu Ik/.iehung auf das zweite ('oordinateMsysteiii 

* -f fl I ^L+ “ ^ +jiy _ 1 

a: ' c 

Bezeichnet man nun mit x' die Strecke, welche der Strahl mp 
von der Abscissenaxe T' abschneidet, so erhält man 5’ = x', 
wenn man »/ = 0 setzt, und daher zwischen den beiden auf 
den Geraden T und T' befindlichen und einander entsprech- 
enden Strecken x und x' die Beziehung 

* + 4. = 1 oder X = 

Substituirt man diesen Ausdruck für x in die Gleichung 
(1) [47] der Involution, so erhält man für x' eine Gleichung 
derselben Form, also bilden die Endpuncte der Strecken x’ 
eine Involution n'‘‘" Grades, und da hiebei diejenigen Gruppen, 
welche von den nämlichen Strahlen getroffen werden, gleichen 
Werthen von A angehören,’ so sind die beiden Involutionen 
projectivisch [53]. 

55. Hieraus folgt unmittelbar: Hat mau auf einer Ge- 
raden zwei projectivische Involutionen von beliebigen Graden 
und schneidet einen durch die Puncte dieser Involutionen gehen- 
den Strahlbilschel mit einer anderen Geraden, so erzeugen die 
Strahlen auf der letzteren zwei projectivische Involutionen von 
denselben Graden. 


§• t). 

5(>. Sind A'i =0, A'j = 0 die Gleichungen zweier Ge- 
raden, so stellt die Gleichung 

A\ + A .l'j = 0 

für jeden Werth von A eine Gerade 'dar, welche durch den 
Durchschnittspunct m der Geraden .l"! und Aj hindurchgeht. 
— Denn für die Coordinaten von m verschwindet gleichzeitig 
.V| und Aj und daher auch A, -)- A Aj. 

57. Bezeichnet man mit V == .V, -|- A A, = ü eine durch 
m hindurchgeheude Gerade, so ist die Grösse A proportional 
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dem Verliältniss der Sinus der Winkel, welche K mit A", und 
Xj einschliesst, d. h. 

~ »in lX,y}’ 

WO A' eine Grösse bedeutet, welche ihren Werth unverändert 
beibehiilt, so lange die Geraden X,, fest bleiben. 

Beweis. In Beziehung auf ein Fundamentaldreieck, 
welches die Geraden Xf und X^ zu Seiten hat, kann man nach 
[13] die Grössen .V, und X.^ als homogene Coordinateu be- 
trachten. Für einen Punct aber, der auf V liegt, ist 
Xy -j- A-Yj = 0, also 



Bezeichnet man mm mit /», und die von diesem Puncto 
auf die Seiten Xy und X^ des Fundamentaldreiecks gefällten 
Perpendikel, so ist nach [14] 

Pi ~ Q Pi ~ Q -d^Xj 

und daher 


^ . 

Die Perpendikel />, , p., aber verhalten sich wie die Sinus der 
Winkel, welche J' mit X, und X^ einschliesst, und zwar ist, 
wenn man die Winkel alle nach derselben Richtung hin posi- 
tiv nimmt, mit Rücksicht auf [15] 

?! _ »in [X ,y) 

Pt aiii (.Y,’r) . 

und daher 

, _ Bin (-Y| y) 

Ji' sin {X,y)‘ 


Darin hängt der Coefficient 't* = A davon ab, welche Grössen 

speciell als homogene Coordinaten gewählt werden, und bleibt 
dann ungeändert, so lange X, und X 2 fest bleiben. 

Zusatz. Aus dem Vorigen folgt, dass die Gleichung 
jeder durch den Durchschnitt der Geraden X, =0, ^' 2=0 
gehenden Geraden in der Form .V|-)-AX2=0 geschrieben werden 
kann ; und giebt man dann der Grösse k andere und andere Werthe, 
so bilden die entstehenden Geraden einen Strah Ibttschcl. 


0 
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58. Uezeicliiiet man zwei Strahlen — 0 und .1', = 0 
eines Stralilbiiscliels mit nr und b, und zwei andere Strahlen 
.V, AA, = 0 und A', + k' A\ = 0 mit c und d, so ist 
nach [57 1 

j , sin (nr) .. , »in («</) 

■ "bin (h r) ’ sin (i d) 

und daher 

l ein (ac) _ sin (ad) 

r sin (b e) ‘ sin (h d) 


Dies Verhältniss heisst ein Doppelverhältniss der vier Strahlen 
< 1 , b, c, d und wird bezeichnet durch 


(rt b c d) 


sin (nr) _ ein (ad) 
sin (hc) ’ sin (bd) 


59. Die Sätze [21] — [26] über Doppelverhältnisse von 
vier Puueten können ohne Weiteres auf Doppelverhältnisse 
von vier Strahlen übertragen werden und aus [25] folgt, dass 
A', = 0, = JC, + ATj = 0, .V, — AA’j = 0 

vier harmonische Strahlen darstellen, von denen die beiden 
ersten und die beiden letzten einander zngeorduet sind. 

(JO. Ebenso wie in [30] beweist man, da.ss wenn die 
Gleichungen 

A', + A,jr,=0, .r, +Aj3Tj=0, .V,-j-A3drj=0, + 


vier Strahlen rt, b, c, d eines StrahlbUschels darstelleu, das 
Doppelverhältniss 


ist. 


{h b c d) 




61. Zwei Stralilbüschel, deren Gleichungen resp. 

JT, +AA'j = 0, X,' + k.Y,’ = 0 

sind, heissen projectivisch, indem je zwei Strahlen, aus 
jedem der beiden Büschel einer, welche gleichen Werthen von 
A angehören, als einander entsprechend betrachtet werden. 
Dadurch übertragen sich die Sätze [33] — [35] unmittelbar auf 
projectivische Stralilbüschel. 

62. In zw^i projectivischen StrahlbUscheln giebt es ein 
und nur ein Paar entsprechender rechter Winkel, d. h. in dem 
einen Strahlbüschel giebt es nur ein Paar auf einander senk- 
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recht stehouder Strahlen , deren entsprechende in dem anderen 
Strahlbflschel ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 

Beweis. Seien s, /, a, b vier Strcahlen des einen Büschels, 
s, t', a', b' die entsprechenden des andern, so ist [61J, [33) 

(s alb) = (s' a' ( b'), 

d. h. nach [58] 

. sin (* l) _ ein (i b) sin (»'/') ^ ein (»h') 

' ^ sin (rt<) " sin (“ *) sin (oY) ‘ sin {ttlT)' 

Ist nun (s f) = 90 ”, und verlangt man , dass gleichzeitig auch 
(s' /') = 90” sei, so ist sin (s t) = sin (s' /') = !, ferner 
(rt t) = (ns) -)- (s t) = (««)-}- <K)”, daher sin (n l) = cos (n s) 
und ebenso sin (a' /") = cos {a' s ). Damit erhält man 

sin (n4) sin (ab') 

cos (aa) sin {ab) cos (a'a'j sin (a'b‘) 

Nun ist ferner (sb) = (ab) — (as); (s'b') = (ä'b‘) — (a's'). 
Substituirt man dies und kehrt die Brüche um, so kommt 

cos {aa) sin ({ab) — («<)) cos (uV) ein ( (nV) — (nV)l 

sin {ab) sin (nV/) 

Rechnet man nun in dem ersten StrahlbOschel alle Winkel 
von dem Strahle a aus , und in dem zweiten von dem Strahle 
a' aus, so sollen die Winkel (ab), (as)]^a' b') , (a’s') einfach 
mit den Buchstaben b, s; b', s' bezeichnet werden. Daun 
schreibt sich die vorige Gleichung 

cos * sin {h — a) cos »' ein (h' — a‘) 

sin A sin b’ ^ 

und wenn man entwickelt und der Kürze wegen 
cotg b — B cotg h' — B' 

setzt, 

cos^s — B sin s cos s - - cosV — B' sin s' cos s'. 

Führt man hier die doppelten Winkel 2s und 2/ ein, so er- 
hält man 

cos 2s — B sin 2s = cos 2s' — B" sin 2s’. 

Diese Beziehung muss also zwischen den Winkeln s und s' 
stattfinden, wenn die Strahlen s, s' entsprechende Schenkel 
entsprechender rechter Winkel sein sollen. Ist nun c,c' ein 
neues Paar entsprechender Strahlen , und setzt mau wie oben 
(ac) = c, (a'c) = c, ferner 
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cotg c = C, cotg c = C, 
HO liat luaii auch 


cos 2.'! — C »in 2s — cos 2s' — C' sin 2s'. 


EHniinirt man s' aus dieser und der vorigen Gleichung, so 
(“rhält man eine Gleichung, aus welcher die Lage des Strahls .« 
von der verlangten Beschaffenheit sich ergiebt. Nun folgt 

(Z?'_ (T) cos 2s + {nC—B'C) sin 2s = (B'~C) cos 2s' 

{D — C) sin 2.« = {B' — C) sin 2s', 
also durch Quadriren und Addireu 


{B'-Cy cos’2s + 2{B'—C’)(BC—B'C) sin 2s cos 2s 

+ [{B— C)^ + (BC'-B'e)^sm^2s=(B'—C')\ 

Vereinigt man jetzt die beiden in {ß' — Cy multiplicirten 
Glieder, so zeigt sich, dass sin 2s als Factor auftritt. Allein 
für ,s’ = 0, wird auch s' = 0, und die Gleichung (1) zeigt, dass 
wenn der Strahl « mit n , und gleichzeitig / mit a zusammen- 
fiillt, diese Gleichung identisch erfüllt ist. Daher hat der 
Factor sin 2s für die vorliegende Aufgabe keine Bedeutung. 
Nach Unterdrückung desselben ergiebt sich dann 

2{B' — C) {BC — B'C) cos 2s 
4- [(/? _ Cf + — B'Cf\ sin 2s = {B' — Cf sin 2s 


und daraus 


. 2(g'-0 {ftC-n 'o 

~ (ff — cy — [{B — 1 ’)‘ + ff cf]' 


Da sich nun tg 2s eindeutig bestimmen lässt, so giebt es 
zwei auf einander senkrecht stehende Strahlen, die die For- 
derung erfüllen, mithin immer ein und nur ein Paar ent- 
sprechender rechter Winkel. 

63. Bei zwei projectivischen Stralilbüschcln ist das Product 
aus den Tangenten derjenigen Winkel, welche irgend zwei 
entsprechende Strahlen a, a mit den ungleichnamigen Schen- 
keln der entsprechenden rechten ^Vinkel (s, t' oder s’, /) bilden, 
eonstant: 


(1) tg (so) tg (/'a') = Const. 

Beweis. Es ist [61], [33] {stab)=f(s' ^ “'*)> wenn 
aa, bb' zwei Paare entsprechender Strahlen und s, s'; /, t' die 
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entsprechenden Schenkel der ent-sprechenden rechten Winkel 
bedeuten, also [58] 

Bin (» n) _ sin (» A) sin (»V) _ sin («'*’) 

»in (I <?) ■ »in {I b) sin (t'n) ' »in {t'b') 

Nun ist aber {sd) — {sl) -|- (la) = iK)® -f- {Ut), also 
sin (»•«) — cos sin {la) = — cos (.<«), 

und ähnlich bei den übrigen. Man erhält demnach 

cotg {la) : cotg {tl>) = — tg (/o') : — tg (.?'//') 

;= — tg {sa) : — tg {sb) = cotg {üi') : cotg (/'//) 
lind daher 

tg(/6) _ tg (»'«') _ 

tg(/o) tg(s'A'] tg (/■«') “ tg(W>)’ 

mithin 

tg (s«) tg {l'n') = tg {sb) tg {tb'), 
d. li. dies Product bleibt ungeändert, wenn bb' an Stelle von 
an' treten. {Schröler. Steiner’» Vorl. pag. 35.) 

G4. Hei zwei concentrischenprojectivischen Strahlbüscheln, 
d. h., solchen, deren Mittelpuncte zusamraenfallen, giebt es 
stets zwei (reelle oder imaginäre) Strahlen, von denen jeder 
mit seinem entsprechenden zusammenfällt^iuid welche Doppel- 
strahlen heissen. 

Beweis. Bezeichnet man mit den Buchstaben a,s, etc. 
die Winkel, welche die gleich benannten Strahlen mit irgend 
einem festen Strahle bUden, und bedeutet a eine (’onstante, 
so kann man die Gleichung (1) in [63J so schreiben 
tg (a — s) tg {d — /') = a. 

Wenn nun ein Strahl x mit dem ihm entsprechenden zu- 
sammenfällt, so muss der ilim angehorige Winkel x der 
Gleichung 

tg (x — s) tg {x — /') = « 

genügen. Diese ist in Beziehung auf tg x quadratisch und 
hat daher zwei reelle oder imaginäre Wurzeln. In dem letztem 
Falle sagt man, die beiden Strahlbüschel haben zwei imaginäre 
Uoppelstrahlen. 
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§. 7. 

(55. Zwei projcctivische Strahlbilscliel werden von zwei 
beliebigen Geraden in zwei projectivischeu Punctreilien ge- 
schnitten. 

Beweis. Nach [61] können zwei projectivische Strahl- 
büschel durch Gleiclinngen von der Form 

A'-|->lF=0 .r-|->U" = 0 

dargt*stellt werden. Darin sei 

.V = 2 .' Xi A" = 2 ,' Xi 

}'=l'hiXi r=2:i>i'xi. 

Schneidet inan nun den ersten Strahlbiischel mit der Geraden 
2^ f/ii Xi — 0 lind den zweiten mit der Geraden 2? w/a’,- = 0, 
so erhrdt man die Coordinaten der ersten I’unctreihe aus der 
Auflösung der Gleichungen 

.V -f- A J = (ff, -}- A//|).r| (ff^ -f- (ffj -j- A(<3)ar3=0 

w, X, + ^3— 

Diese ergiebt 

.r, : x^ : x, = [(«.. + A/i,) »i^ — (ff^ -j- /«..] ; etc. 

— [ff.jW;, — — /'affij)] : etc. 

Ebenso erhält man für die Verhältnisse der Coordinaten der 
zweiten I’unctreihe 

ff./wj' — ffj'Wj' -f- : etc. 

Nach [62] sind daher die beiden Punctreihen projectivisch. 

60. Hieraus, und weil projectivische Punctreihen und 
Strahlbüschel durch drei Paar entsjirechender Elemente be- 
stimmt sind [5iT)J [61], folgt: Legt man aus zwei beliebigen 
Miltelpiincten Strahlen durch die Puncte zweier projeetivischer 
Punctreihen, so erhält man zwei projectivische Strahlbüschel. 

07. In Folge der drei letzten Sätze können die von auf- 
einander liegenden Punctreihen und der Punctinvolution 
handelnden Satze [39] — [4ö] unmittelb.ar auf concentrische 
Strahlbüschel und die Strahleninvolution übertragen werden; 
und ebenso wie in [46] beweist man, dass die noth wendige 
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und hinreichende Bedingung, dass drei Strahlen paare aa, 
bb', cc in Involution sind, durch jede der folgenden vier 
Uleichungen ausgedrückt werden kann: 

sin (nV) sin {bd') sin (ca) = sin (öc') sin (ftn') sin {cb") 

sin (iiV') sin (// r) sin {d(f) = sin (« c) sin (?'«’) sin (rV/) 

sin (/>c) sin (c n) sin («7/) — sin (// d) sin [cb") sin (nV) 

sin (crt'l sin (« V) sin (b’c) — sin {c b) sin {ac) sin (J>'d) 

<i8. Sieht man einen Strahlbüschel als zwei sich voll- 
kommen deckende projectivische Str.ahlbüschel an, so folgt 
aus [(35| : Ein Strahlbüschel wird von zwei beliebigen Geraden 
in zwei projectivischen Punctreihen geschnitten, ln diesem 
Palle sagt man, die Punctreihen befinden sich in perspec- 
tivischer Lage. In dem Durchschnitte der beiden Geraden 
sind dann zwei entsprechende Puncte vereinigt. 

(itt. Wenn in dem Durchschnitte n der Träger zweier 
projectivischer Punctreihen zwei entsprechende Puncte ver- 
einigt sind, so liegen die Punctreihen perspectivisch d. h. 
[G8] die Verbindungslinien entsprechender Puncte schneiden 
sich in einem Puncte. 

Beweis. Sind ad die beiden in dem Durchschnitte a 
vereinigt liegenden entsprechenden Puncte, bb', cd zwei wei- 
tere Paare entsprechender Puncte, so ist [.35] zu jedem Puncte tl 
der entsprechende d eindeutig bestimmt. Ist nun aber m der 
Durchschnitt der Geraden bb', cd, so erhält man einen Strahl- 
büschel m (a b c <l . . .), und dieser muss die zweite Gerade 
• nach [G8] in den entsprechenden Puncten «' b' d (f . . . 
schneiden. 

70. Sieht man eine Punctreihe als zwei sich deckende pro- 
jectivische Punctreihen an, so folgt aus [GG]: Die von zwei 
beliebigen Mittelpuncten m und m nach den Puncten einer 
Punctreihe gehenden Strahlen bilden zwei projectivische 
Strahlbüschel. In diesem Falle sagt man, die Strahlbüschel 
befinden sich in perspectivischer Lage. Die Schnittpuuete 
entsprechender Strahlen liegen also dann in einer Geratlen, 
welche der perspectivische Durchschnitt heisst. In 
der Geraden, welche die beiden Mittelpuncte verbindet, sind 
ferner zwei entsprechende Strahlen vereinigt. 
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71. Wenn bei zwei projectivischen ätrohlbüscheln die 
Verbindungslinie der Mittelpuncte m und »»' zwei entsprechende 
Strahlen vereinigt enthält, so liegen die Straldbflschel jier- 
spectivisch, d. h. die Schnittpuncte entsprechender Strahlen 
liegen in einer tieruden. 

Beweis. Nimmt mau zu den beiden in der Beraden mm' 
verei)iigten Strahlen noch zwei Paare entsprechender Strahlen 
hinzu, so sind einerseits die beiden projectivischen Büschel 
bestimmt; andererseits bestimmen die Durchschnitte der letz- 
teren beiden Strahlenpaare eine Gerade. Verbindet man die 
Puncte derselben mit m und m', so erhält man die ent- 
sprechenden Strahlen der tlurch die obigen drei Paare be- 
stimmten Büschel [70], 

72. Aufgabe. Bei zwei eoucentrischen projectivischen 
Strahlbüscheln die Doppelstrahlen zu construiren. 

Auflösung. (Fig. 4.) Man lege durch den Mittelpunct 
m einen beliebigen Kreis. Sind nun ahe drei gegebene Strahlen 
des einen , a b' c die entsprechenden Strahlen des anderen 
Büschels, so schneide man mit diesen den Kreis in a, y, 
/J', y. Suche sodann die Durchschnitte 

/3'y) =/>, 

(y«', y'a) = q , 

{aß', aß) = r. 

Diese drei Puncte liegen in 
einer Geraden (man braucht 
daher nur zwei derselben zu • 
bestimmen), und sind dann d, c 
die Puncte, in welchen diese 
Gerade pqr den Kreis schneidet, 
so sind md und ms die ge- 
suchten Doppelstrahlen. Tritft 
die Gerade pqr den Kreis nicht, 
so sind die Doppelstrahlen 
imaginär. 

Beweis. Betrachtet man 
a als Mittelpunct eines Strahlbüschels a(a'ß'y'), so ist der- 
scUh! mit dem gegebenen Büschel m{»'h'c), oder was dnssell>e 
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ist, mit m(a ß'y') congrueut, weil lier von jedem Strahlenpaar 
gebildete Winkel dem von dem entsprechenden Paare gebil- 
deten Winkel gleich ist (als Peripheriewinkel auf gleichem 
Bogen). Ebenso ist der Büschel «'(« ß y) cougruent mit 
m {a b c). Demnach ist 

ß'y) A «'(a/Jy)*), 

und da die beiden entsprechenden Strahlen a a und a a die- 
selbe Gerade bilden, so [71] liegen die beiden Büschel 
perspectivisch, und (/ r ist ihr perspectivischer Durchschnilt. 
Ist nun d einer der Puncte, in welchen die Gerade qr den 
Kreis schneidet, so sind a d und a Ö entsprechende Strahlen 
in den Büscheln « {a ß' y) und «'(« ß y), aber dem a d ent- 
spricht in dem Büschel m{ab c) der Strahl m d , und dem «' ü 
in dem Büschel m{a b' c) der nämliche Strahl md, folglich 
entspricht in den Büscheln m{a b c) und m{a' b‘ c) der Strahl 
md sich selbst und ist daher ein Doppelstrahl. Dasselbe gilt 
von ;«£, welcher nach dem zweiten Schnittpuuete der Ge- 
raden f/r mit dem Kreise gerichtet ist. Mau gelangt zu dem- 
selben llesultat, wenn man statt der Puncte a und a zwei 
andere entsprechende ß, ß' (oder y , y) als Mittelpuncte der 
Strahlbüschel ß(a ß' y) und ß'{aßy) (oder yi« ß' y) und 
y'(« ß y)) auwendet. Diese liegen ebenfalls j)erspectlvisch, und 
ihr perspectivischer Durchschnitt ist p r (oder p q). Da' die' 
gegebenen Büschel nur zwei Doppelstrahlen haben können 
[<J4], so müssen die Geraden p r und p q den Kreis in den 
nämlichen Puncteu 8 und £ treffen, wie die Gerade qr, und 
daher liegen p q r in einer Geraden. (Srhrüter. Steiner’s Vor- 
li'suiigen §. l.'i.) 

73. Aufgabe. Bei zwei aufeinander liegenden projec- 
livischen Punctreihen die Dopjtelpunclo zu construiren. 

Auflösung. Aus einem beliebig gewählten Mittelpuncte 
m ziehe man Strahlen m{o b c) und m (o' b' c) nach drei 
Paaren entsprechender Puncte der Punctreihen und construire 
in den entstehenden projectivischen und concentrischen Strahl- 
büscheln nach [72] die Dojjpelstrahlcn , so treffen diese den 
Träger der Punctreihen in den Do]>pclpimcten [ü.ö|. 

*) Das Zeichen f\ hedeiilct iirojectiviscliea Kiitsprccben. 

Uuftiuiit, l'arrcii dntt^r OrditunK 


Digilized by Google 



r>n 


Hülfssätzc 


[ 74 . 


74. Aufgabe. Weuii eine Strahleniuvolution durch zwei 
Paare conjugirter Strahlen aa, btt gegeben ist, die Doppel- 
stmhleii zu construiren; oder was [07] [44] dasselbe ist, das 
Strahlenpaar zu construiren, welches jedes der beiden ge- 
gelienen Paare harmonisch trennt. 

Auflösung 1. Die Involution besteht ]4((, 07] aus zwei 
concentrischeu projectivischen Strahlbuscheln, und zwar ent- 
sprechen den Strahlen u, a, h, h' der Reihe nach die Strahlen 
a,a,h',b. Construirt man nach (72] die Doppelstrahlen die- 
ser beiden liilschel, so sind diese die gesuchten Doppelstrahlen 
der Involution. Diese Construction bleibt ausführbar, da man 
zu derselben von den Puncten p, q, r nur zwei bedarf. Der 
dritte wird aber auch nicht unbestimmt, sondern tritt als der 
Durchschuittspuuet zweier Tangenten an dem Kreise auf. 

Auflösung 2. Man schneide die Strahleninvolution 
durch eine beliebige Gerade und construire zu der auf dieser 
Geraden entstehenden Punctinvolution nach ]7.ö. Aufl. 2] die 
Dojij)elpuncte. Die letzteren liefern mit dem Mittelpuiicte der 
Strahleninvolution verbunden, die Doppelstrahlen. 

Auflösung 3. S. [128.] 

75. Aufgabe. Wenn auf einer Geraden A eine Punct- 
involution durch zwei Paare conjugirter Puncte aa, bb' ge- 
geben ist, die Doppelpuncte zu construiren; oder was [44] 
da.sselbc ist, das Punctepaar zu construiren, welches die beiden 
gegebenen l’aarc gleichzeitig harmonisch trennt. 

Auflösung 1. Aus einem beliebig gewählten Mittel- 
puncte ziehe mau Strahlen nach den gegelrenen Puncten und 
construire zu der entstehenden Strahleniuvolution nach ] 74. 
AuH. 1 oder 3] die Dopjielstrahlen , so schneiden diese die Ge- 
rade A in den gesuchten Doppelpiinctcn. 

Auflösung 2. (h'ig. .5.) Man construire zwei Kreise A’ 
uml A'* über den Strecken aa' und bh' als Durchmesser, und 
dann einen Kreis A'", welcher die beiden ersten rechtwinklig 
schneidet, .so trifft dieser die Gerade A in den gesuchti'ii 
Doppclpuncten. Man bestimmt daher den Durchschnitt m der 
(3iordale von A’ und A" mit A, zieht .aus m eine Tangente 
ml an einen der beiden Kreise K oder A' und macht .auf A 
ilie Strecken me — mf = ml, so sind e, /'die gesuchten Puncte. 
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Schneiden sicli die Kreise A' und A", so werden die l’uncte 
e, f iniaginiir. 

Beweis. Es giebt bekanntlich {Hesse. Vorl. aus der anal, 
ücom. der geraden Linie, etc. Vorl. 12) unendlich viele Kreise A’", 
welche die lieiden anderen A’ und A' rechtwinklig sclmeiden. 



Aber alle diese Kreise K" bilden ein System von Chordal- 
kreisen, deren Chordale die Gerade A ist, und deren Mittel- 
])uncte auf der Chordale von A' und A" liegen. Sie trefleu die 
Gerade A alle in denselben zwei Puueten e, f, nämlich den 
Grenzpuncten der Chordalkreise K und K". Demnach ist 
ml = me »= mf. Da aber •mt'^ = ma . ma' — mh . mh’ ist, .so 
trennen die Puncte v, f jedes der beiden Paare ad und hli 
harmonisch. (S. Schröter. Steiner’s Vorlesungen §. 8.) 


7ß. Zieht man aus einem beliebigen Mittelpuncte s 
Strahlen nach den Puuetgruppen einer Involution Grades 
[47J, so bilden diese Strahlengruppen eine Stralileninvolution 
ii"" Grades, üm diese durch eine Gleichung auszudrücken, 
nehme mau s (Fig. 6) zum Anfaugspuncte eines Parnllelaior- 
dinatensystems , dessen Abscissenaxe dem Träger 7’ der I’unct- 
involution parallel sei, und lege Kig. n. 

die Ordinatenaxe durch den — " * — — 

Punct o, von welchem aus die j 

Strecken x der Punctinvolution <•' 
in [47] gerechnet werden; 
ausserdem sei so = c. Sind mm 
I, 1 ] die Coordinaten in Beziehung auf dieses System, so ist 
t; = die Gleichung irgend eines dureh s gehenden Strahls 
sp, und wenn dieser den Träger T in dem Abstivude x von o 
trifft, so wird seiner Gleichung durch die Werthe £=a:, >/ = r 

1 * 
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genügt, sodass er die Gloicliuug rj = '‘^ erhält, aus welcher 
X — folgt. Substituirt mau diesen Ausdruck in die Gleichung 
der Punctinvolution , nämlich in 

( 1 ) "i*" ■' + ••• + «.+ 

so erhält man die Strahleninvolution dargf'.stellt durch eine 
Gleichung von der Form 

(2) <)p(g, »;) + AV-Cg, »i) = 0, 

worin (jp und <(» ganze homogene Functionen fi"” Grades bedeu- 
ten. In diesen Gleichungen sind .solche l’unctgrujipen (.r) und 
Stralilengru])])en (5, »;) entsprechende, welche den nämlichen 
Werthen von A angehoren. _Dreht man die Coordinatenaxen 
um den I’unct .?, oder was auf da.sselbe hinau.s kommt, dreht 
man die Strahleninvolutiou um den Punct s, so ändert sich 
die Form der Gleichung (2) nicht. Da man ausserdem 
von der Gleichung (2) wieder zu (1) zurückgelangen kann, 
so folgt, dass die erstere Gleichung allemal eine Strahlen- 
involution darstellt. \Venn nun mehrere Punct- und Strah- 
leninvolutionen verschiedener (oder auch gleicher) Grade 
durch Gleichungen von der Form (1) und (2) gegeben sind, 
so sollen solche Punct- und Strahlengruppen , welche gleichen 
Werthen von A angehoren , projectivisch entsprechend genannt 
werden. I’unct- und Stnilileuiuvolutioneii vom ersten Grade 
sind einfache Puuetreihen und Strahlenbüsehel |48], und 
es folgt unmittelbar aus [01], dass zwei projectivische Strahleii- 
involutiouen ersten Grades nichts anderes sind, als zwei pro- 
jectivische Strahlbilschel. Endlich ergiebt sich aus 1 49], dass 
eiTie Strahleninvolution zweiten Grades mit der in |67| schlecht- 
weg so genannten Strahleninvolution zu.sammenfiillt. 

§. 8 . 

77. Eine Gerade, welche durch die Ecke /// (.r, = 0, 
arjs=0, |13|) des Fundannmtaldreiecks und durch einen Puncto 
mit den Coordinaten geht, hat die Gleichung 

o.,X| — o, X., = 0. 

Ile weis. Da die zu bestimmende Gerade durch den 
Durchschnitt der Geraden x, = 0, Xj == 0 geht, .so ist [f)7] 
ilire Gleichung von der Form a', -j- Ax., = 0. Da .sie aber 
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auch durch a f^cht, so ist a, -f-Aff;, = 0. Hieraus folgt 
A= — ^ , uud wcnu mau dies sidwtituirt, die obige 
rileichimg. 

78. Hei allen Puncten, welche unfeiner durch die Ecke /// 
gehenden Gera<len liegen, kann mau den Coordiuaten ;c, und x.^ 
die nämlichen Wertlie znertheileu, sodass die nähere He- 
stiuimuug der Lage des Puncts lediglich von dem Werthe von 
Xf abhängt. 

Beweis. Ist a irgend ein auf der Geraden liegender 
Puuet, so hat [77] die Gerade die Gleichung «j-r, — a,x.^=^0, 
d. h. für alle auf der Geraden liegenden Puncte ist das Ver- 

hältuiss ^ also constant. 

79. (Fig. 7.) Sind a, |J zwei Puncte, resp. auf den Seiten 

.t, =0, Xj = 0 des Fuudamentirldreiecks, und «j die 

Coordinateu des Puuetes a, in wel- ki*. ?. 

ehern die Geraden la und II ß sich 
treffen, so lautet die Gleichung der 
Geraden a ß: 

•^'i I ^ ^ = 0 

ff, ' ff, ff. 

Beweis. Die Coordinateu der jJi 
Puncte « und ß sind resp., 0, 
und 0, «3 |78]. Setzt man diese 
in die Gleichung einer beliebigen Geraden 

m^x^ + //!.,. r., + //I3.T3 = 0, 

um die Bedingungen auszudrücken, dass diese tlurch die 
l’uncte « imd ß gehe, so erhält man 

m^a^ + m^fij = 0. 

Eliminirt man m^, »»., aus die.sen drei Gleichungen, so 

erhält mau als Gleichung der Geraden « ß 

X, X.j Xj 

0 «2 (lg = (IjflgX, -f" — U^U.,Xg = 0, 

flt, 0 a.g , 

woraus durch Division mit «, /», die obige Gleichung folgt. 

80. Zieht man durch einen beliebigen Punct « uud die 
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unifssatzc 


| 80 . 


Ecken eines Dreiecks / // /// (Fig. 8) Gerade, welche die 
gegeiifiberliegeuden Seiten in a, ß, y schneiden, und schneidet 
dann mit ßy, ycc, aß die dritten Seiten aufs Neue in /, ni , n, 
so liegen diese drei Puncte in einer Geraden und sind har- 
niunisch zugeordnet zu resp. «, ß, y in Beziehung auf 
// m, III I , I //. Nimmt man I II III zuin Fundamental- 
dreieck und nennt die Coordinaten von a, so ist 

•I'. _i_ = 0 

«I e* 

die Gleichung der Geraden l m n. 


rig. B. 



Beweis. Die Gleichungen der Geraden ßy,ya,aß sind 
nach [79] 

X, , .T, 


ßy 

ya 


-f •:» + -“ = 0 

' n, fl, 

— — — = ( ) 

rf, fl, ' fl, 


aß 


I ^ *^*a __ Q 

«i ' ''a 


Die Puncte l ^ m , n .sind die Schnitte dieser Geraden mit resji. 
;c, = 0, .Cj = 0, .X,, =c 0; daher sind diese Puncte auch die 
Schnitte folgender Geraden: 


l . . . X, = 0 mit 4- = 0 

w . . . .T, = 0 mit 4- ^ = 0 

‘ «» «I 

;/ . . . X, = t) mit = D- 

fl, ff. 


Nun sind aber dieselben Puncte auch die Schnitte von 


X, = 0, Xj = 0, X, = 0 
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mit einer imd clerselbeu Geraden, näinlicli mit 


•r. 

öi 


+ 4 - - = 0 , 

II, fl. ’ 


folglich liegen l m n alle drei auf dieser Geraden. Nach dem 
Vorigen sind ferner die Gleichungen der Geraden //, Um, Hin 
folgende ; 


n 


^2 I £3 


Um 


^5 

"1 


+ r = 


lUn 


4- 'Ü = 0 
"1 


uml uilcli [77] die der Geraden / lU y\ 


^ ^ = 0 , ///3 . . . -'j — = 0, 

Uly . . . _ ?» = 0, 

fl, fl, 

folglich sind [59] 1 (// UI l u) vier harmonische Hü'ahlen, und 
daher II Ul l w vier harmonische Puncte. Ebejiso bei den 
übrigen. 

81. Schneidet eine Gerade die Seiten U Ul, III I, I II 
eine.s Dreiecks (Fig. 8) in l, m, 11 , und sind k, ß, y harmonisch 
zugeordnet zu resp. l, m, n in Beziehung auf II UI, III I, I II, 
so schneiden sich die Geraden / n, II ß, III y in einem 
Puncte u. 

Beweis. Ist — + — + — = 0 die Gleichung der ge- 

fl, ' fl, ' «3 n ei 

gebenen Geraden in Beziehung auf III Ul als Fundaniental- 
dreieck, so haben die Geraden II, Um, Hin die Gleichungen 


■y/ . . . + •-' =0, = 0, 

• a, ' «3 ’ «a ' "I • ’ 

y// n . . . 4- 'S = 0. 

fl, fl. 

Sodann ist nach (59) 

/ . . . -l! _ fl = 0 yy /3 . . . f? — fl = 0, 

fl, fl, ’ n, fl, 

Uly . . . f! _ f» = 0 . 

fl, fl. 

Die Summe der linken Theile der drei letzten Gleichungen 
aber ist identisch Null, mithin genügen die Coordinaten des 
DurchschuJttspuncts der beiden ersten Geraden auch der dritten 
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tileichuufr, und folglich schneiden sich diese drei Geraden in 
einem Puuete, des.sen Goordinaten nach [77] a^,a^,a^ sind. 

82. Hat man in der Ebene zwei beliebige Punctepaare 
n a und b b', so bestimmen dieselben stets ein drittes Puncte- 
paar c c (Pig. P) als Durchschnitte der ( Jeraden (n b, a b') ' 

^ und {(ib', ab), welche je zwei Puncte, 

fl ’ die nicht demselben Paare ange- 

A hören, verbinden . Solche sechs Puncte 

' \ bilden dann die Ecken eines voll- 

I ständigen Vierseits ; und nimmt man 

jedem Paare einen Punct, so 

I \ erhält man zwei dreipunctige Grup- 

j b pen z. B. (ibc, a'b'c, die allem.-il die 

, - Eigenschaft haben, dass die Puncte 

der einen Gruppe [abc) auf einer 
Geraden liegen, und die der' anderen {a'b'c') ein Dreieck bil- 
den, dessen Seiten durch die Puncte der ersten Gruppe hiu- 
durchgehen. (Ebenso auch a'bc und ab'c, ub’c und a'bc, etc.) 

83. Aufgabe. Wenn drei Puuete pqr gegeben sind, 
so soll ein vollständiges Viereck abcd construirt werden, 
welchem pqr als Diagonaldreieck angehört. (Fig. 10.) 

Auflösung. Einen Punct a des Vierecks kann mau 
willkürlich annehmen. Verbindet man diesen mit p, q , r, so 
sind diese Geraden drei Seiten de.s 
gesuchten Vierecks, und man findet 
die drei übrigen, wenn man zu jeder 
der Verbindungslinien pa, qa, ra den 
zugeordneten harmonischen Strahl con- 
struirt in Bezug auf die in der be- 
treffenden Ecke zusammenstossenden 
Seiten des Dreiecks, wie aus den 
harmonischen Eigensclniftcn des vollständigen Vierecks folgt. 
{Schriller. Steinor’s Vorlesungcu pag. 17.) Natürlich braucht diese 
Gonstruction nur für eine Ecke z. B. p ausgeführt zu werden ; 
denn ist ped der gesuchte harmonische Strahl, so schneidet 
dersellie die Geraden aq und «r in c imd d, und zuletzt ist 
b — {ap, er) oder {ap, dq). 

Anmerkung. Es giebt daher unendlich viele vollstän- 


KIk. tu. 
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dige Vierecke, welchen dasselbe Diagoiialdreieck augehört; 
das Viereck ist aber bestimmt, sobald eine Ecke desselben 
angenommen ist. 


Dritte?!' Abschnitt, 


Hülfssätze über Kogelschnitto. 

§• 1. 

84, Die erforderliche und hinreichende Bedingung, dass 
ein Kegelschnitt, der die Gleichung hat 

^1) « = + 2nt.j,,Xj.r3 

2(73, *3X1 + 2«|2.r,X2 = 0, 

wobei (7*t = (7*4 sei, aus zwei Geraden besteht, ist 

rtit. (7„, 77, 


*11» "127 "13 
— (7*,i , (7">o t 77 t 


= 0. 


I ^31 > ^2» ^.C! I 
Beweis. Wenn der Kegelschnitt aus zwei Geraden be- 
steht, also der linke Theil der Gleichung (1) in zwei lineare 
Factoren zerfallt, so seien 

/' = p, X, 4 - / 7 . 3 .T.. + p.^ 0 = 9 , + 7/.^Xj -f rjjXj 

diese Factoren, also 

(7 = PO. 

Daun hat man 

du 


•li p + Pi 0 - 


Für den Punct m, in welchem die beiden Geraden sich schnei- 
den, verschwinden /* und Q gleichzeitig, daher ist für die.seu 
Punct auch gleichzeitig 

du du du 


oder 


(2) 


== 0 = 0 — 0 
dir, Sx, ' ' dx, — ’ ' 


( 7 ,|X, -f 7 /|jX, -j- 77,3X3 = ü 
77 „.r, -j- 772.3X2 -f- (723X3 = 0 

4- 773J.T2 4- 7733X3 = 0, ! 
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(1. h. (ItT Puiict m ist der gerueiiischaftliche Uurchschnitt 
dieser drei Gerade«. Eliminirt man aber x., .r, aus den 
Gleichungen (2) , so folgt D = 0. 

Umgekehrt: ist ß=0, so bestehen die drei Gleichungen (2) 
gleichzeitig, und daher giebt es drei Zahlen A,, Aj, A.,, von 
der Eigenschaft, diiss wenn mau die linken Theile dieser 
Gleichuijgen mit ihnen multijdicirt, und die Producte addirt, 
die Summe identisch Null ist. Für diese Zahlen ist daher 






+ ^ 


* da-, ^ ca. 


= 0. 


Führt man nun statt der Variabel« Xi,Xj,x^ drei pudere 
!/ i )!/ i )!/3 indem man setzt 


so ist 


^■1 = Vi + ^2 = 'Ji + •'■3 = 


f)u 

d>Ji 


?u da, , du d.r, , 
da, dy, ' da, d’j, ' 


du 

da. 


da, 

d>j. 





du 


also verschwindet , und folglich wird d,ann u eine homo- 
gene F'unction 2"'" Grades von y, und tj.^ und enthält y., nicht. 
Eine homogene Function von zwei Variabelii aber lässt sich 
stets in linccare Factoren zerlegen. (V^I. Ihtse. Zur Theorie der 
fjanzen homogciieu Functionen. CrcUc’s Journ. l!il. 5ü, paß. 268.) 


8. 2. 

V 

85. Der geometrische Ort der Durchschnitte entsprechen- 
der ytralden zweier projectivischer 8trahlbüscliel ist ein Kegel- 
schnitt, welcher durch die Mittelpuiicte der beiden Strahl- 
büschel geht. 

Beweis. Bedeuten A, Ä, D, D' liucjire Ausdrücke, so 
sind [61] 

A + lA' == 0 /? -f- A«' = 0 

die Gleichungen zweier pnyectivischer Htrahlbüschel, und 
gleichen Werthen von A gehören eutsjirechende Strahlen zu. 
Man erhält daher den geometrischen Ort der Durchschnitte 
entsprechender Stralilen, wenn mau A eliminirt. Das giebt 
Aß' — AD == 0, 
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welches, wie niuu sieht, ein Kegelschnitt i.st, <ler durch die 
Durchschnitte der Geradenpaare A=0, /t'==0 und B=0, D ==f) 
geht. 

86. Zieht man aus zwei Puncton m , m' eine.s Kegel- 
schnittes Stralileu nach allen übrigen Puncten (i, b, c, d, . . , 
desselben, so sind die Strahlbüschel m{a, b, c, d, - . und 
m'(a,b, c, d, . . .) projectivisch, und je zwei Strahlen ent- 
sprechende, die nach demselben Puncte des Kegelschnitts ge- 
richtet sind. 

Beweis. Betrachtet man zunächst nur drei Puncte a, b, c, 
so ist der Kegelschnitt durch sie und durch m , /«' bestimmt ; 
zugleich aber sind durch die zwei Strahlengru]ipen m(n, b, c) 
und h , c) auch [61] [.3,5] zwei projectivische Strahlbüschel 
bestimmt, deren entsprechende Strahlenpaare md, m’d, etc. 
sich nach [85] auf dem Kegelschnitte mm' abc schneiden, 
folglich sind umgekehrt je zwei nach demselben Puncte des 
Kegelschnitts gerichtete Strahlen einander projectivisch ent- 
sprechend. , 

87. (Fig. 11.) Bezeichnet man sechs Puncte eines Kegel- 
•schnittes in beliebiger Ueihenfolge genommen mit 1,2, 3, 4, 
.5, 6 und bildet aus ihnen , indem maji je zwei auf einander 
folgende durch eine Gerade verbindet, ein einfaches Sech.seck, 
so liegen die Durchschuittspuncte der drei l’aare gegenüber- 
liegender Seiten 

(12, 45) = h, (23 , 56) = k, (.34, 61) = l 
auf einer Geraden. [Puscnl't Tlieorcm.) 

Beweis. Bezeichnet mau die durch die Puncte 12,23, etc. 
gehenden Geraden durch — .4,„==0, etc., so kann 

man den Kegelschnitt, weit er sowohl durch 1 2 3 4 als auch 
durch 4 5 6 1 geht, in folgenden Formen darstellen 

WO k, fl gewisse constante Factoren bedeuten. Die linken 
Theile dieser Gleichungen müssen daher bis auf einen con- 
stanteu Factor v identisch sein; d. h. es ist 

^^n'^2.1 *'(•^1.5 Al f*'^ii Ali)» 

also auch 

An As /**'A«)' 
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Setzt inau dies gleich Null, so erhält man die Gleichung eines 
Kegelschnitts, welcher, wie die linke Seite zeigt, durch fol- 
gende vier Puncte geht: 

(■^17) (^i2> •^ei) ~ ('■fin = 

Wegen der rechten Seite aber besteht dieser Kegelschnitt aus 
den beiden Geraden = 0 und A/fj, — gi/X,,j = 0, und 
da die erstere die Gerade 14 ist, so muss die letztere die Ge- 
rade hl sein. Aber, wie ihre Gleichung zeigt, geht diese durch 
den Durchschnitt /IjJ = k, also liegen h , k, l auf einer 
Geraden. {Salmon. Anal. Ooom. <1. Kogelsclmitte, deutsch von Fiedler, 
•i'e AuD. iJiig. 208.) 

8b. Liegen sechs l’uucte 1, 3, 4, .5, 6 so, dass die 

Durchschnittsjmncte 

(12,45) = //, (23,56) = Ä-, (34,(11) = / 

auf einer Geraden liegen, so betinden sie sich auf einem Kegel- 
schnitte. (Fig. 11.) 

Beweis. Durch fünf von den sechs Puncten z. 15. 
1, 2, 3, 4, 5 ist ein Kegelschnitt h’ bestimmt. Wenn nun .r 
der Puuet ist, in welchem /I diesen Kegelschnitt zum zweiten 
Male schneidet, so muss dieser nach [87] auch auf der Ge- 
Geradeu k5 liegen. Der Annahme nach aber ist G der Durch- 
schnitt von k 5 und / 1 , also fällt G mit x zusammen und 
betiiidet sich daher auf dem Kegelschnitte A’. 

Kig. 11 . 81). Aufgabe. Wenn eiuKegel- 

schnitt durch fünf Pimctc 1,2,3, 4,5 
gegeben ist, einen beliebigen sech- 
sten Punct desselben zu coiistruiren, 
z. 15. denjenigen Punct G, in wel- 
chem eine durch 1 beliebig ge- 
zogene Gerade A den Kegelschnitt 
zum zweiteuMale schneidet.(Fig. 11.) 

Constructionsvorschrift. 
Man bezeichne die gegebenen Puncte 
in beliebiger Ordnung mit 1, 2, 3, 
4, 5 und bestimme 

(12,4.5) = //, (34,./) = G (23,A/) = A-, 
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SO ist 

- (A' 5 , /f) = (j 

der gosuclite Pnnet. 

Beweis. In Folge dieser Coustruclion liegen die Piinetc 
1, 2, 3, 4, () so, dii.ss sie die in |88] angegebene Bi^ 

dingiing erfüllen, und daher befindet sich G .auf dem durch 
1,2, 3, 4, .5 bestimmten Kegelschnitte und zugleich auf der 
Geraden J. 

Bemerkung. Diese Construction ändert sich nicht, 
wenn an die Stelle zweier gegebener Puncte einer, und ausser- 
dem die Tangente in demselben tritt. Denn man braucht daun 
nur den gegebenen Berillirungspunct als zwei, und zwar zwei 
aufeinander folgende Puncte zu betrachten, und die Tangente 
als die Verbindungsgerade derselben. 

90. Aufgabe. Wenn ein Kegelschnitt durch fünf 1‘iincte 
1 , 2, 3, 4, 5 gegeben ist, 
in einem derselben, z. B. 

1 , die Tangente zu con- 
struiren. (Fig. 12.) 

Constructionsvor- 
schrift. Man bezeichne 
die gegebenen Punett' in 
l>eliebiger Ordnung mit 
1, 2, 3, 4, 5 und bestimme 

(12,45) = A, 

(23, .51) = k, 

(IM, hk) = /, 
so ist l 1 die gesuchte T.angenle in 1. 

Beweis. Denkt man sich in 1 zwei Puncto 1, G zusam- 
menliegend, so vertritt die Gerade 51 die Stelle der Geraden 5G. 
Der (Jonstruction zufolge und wogen [88] liegen dann auf 
der Geraden 1 1 zwei Puncte G , 1 des Kegelschnittes in 1 ver- 
einigt, und daher ist 11 Tangente. 

91. Aufgabe. Wenn zwei projectivische Strahlbüschel 
durch je drei Strahlen m{n b c) und m’{a h’ c) gegeben sind, 
zu einem vierten gegebenen Strahl md des ersteren, den ent- 
sprechenden m d' in dem letzteren zu construiren. 


pi«. 1*. 



Digiiized by Google 



62 


Hiilfssütze über KcgclBchnitte. 


[91. 


Auflösung. Man bezeichne mit «, ß, y die Durch- 
schnitte der entsprechenden Strahlenpiuire (ma, m'd), {m b, m'b'), 
{mc, m'c), und denke durch die Puuete mm'aßy einen Kegel- 
schnitt gelegt, (’onstruirt mau daun nach [89] den Puuet d, 
in welchem die Gerade m d diesen Kegelschnitt trifft, so ist 
m' ä der gesuchte Strahl m (f. — Aus [86]. (Andere Constructio- 
nen S. Schröter. Steiner's Vorlesungen §. 10.) 

92 . Aufgabe. Wenn ein Kegelschnitt durch fiinfPunctc 
1,2, 3, 4, 5 gegeben ist, die Durchschnitte desselben mit 
einer beliebigen Geraden A, welche durch keinen jener fönf 
Puncto hindurch geht, zu construiren. 

Auflösung. Man betrachte zwei jener fünf Puncte z. B. 
1 und 5 als Mittelpuncte zweier Strahlbüschel, und schneide 
mit den Strahlen 1(2 3 4) und 5(2 3 4) die Gerade d resp. 
in abc und a'b'c, so sind dies entsprechende Puncte zweier 
auf A liegender projectivischer Punctreihen [86, 65]. Oon- 
struirt man nach [73] die Doppelpuncte e, f der letzteren, 
so erhält man die verlangten Durchschnitte. — Denn alsdann 
sind le und 5e entsprechende Strahlen , und daher [85] liegt 
e auf dem Kegelschnitte; ebenso Ijei f. 

93 . Bei drei unter einander projectivisclieii Stralil- 
büscheln [1], [2], [3] giebt es drei Puncte von der Art, dass 
durch einen und denselben drei entsprechende Strahlen der 
«Irei Büschel gehen. 

Beweis. Der geometrische Ort der Durchschnitte ent- 
sprechender Strahlen von [1] und )2] ist ein Kegelschnitt A'j, 
der durch 1 und 2 geht [85], sodass für jeden Punct a; dessellxm 
1 X und 2 a: entsprechende Strahlen sind. Ebenso ist der geo- 
metrische Ort der Durchschnitte entsprechender Strahlen von 
|1] und [3] ein Kegelschnitt A’.,, der durch 1 und 3 geht, der 
Art dass für jeden l’unct x desselben die Strahlen la: und 3a; 
einander entsprechen. Ist also x ein Durchschnitt der Kegel- 
schnitte und Ä'j, so entsprechen einander alle drei Strahlen 
l.r, 2x, 3a;, und x ist einer der gesuchten Puncte. Eine 
Ausnahme tritt hier aber ein, wenn a; auf 1 fällt, denn dann 
entspricht den Strahlen 21 und 31 nicht der nämliche Strahl 
in ]1], sondern dem ersteren die Tangente an A'., und dem 
letzteren die an h\, also sind 21 und 31 nicht entsprechende 


Digitized by Google 


9S.] HülfggUtze über Kegelschnitte. G3 

iStrahleu. Die gesuchten Puuete sind demnach die drei Puiicte 
X y z, welche die Kegelschnitte A ^ und A ausser 1 mit 
einander gemein haben. Diese Puncte müssen übrigens auch 
auf dem Kegelschnitt A', liegen, welcher den geometrischen 
Ort der Durchschnitte entsprechender Strahlen' der Büschel 
[2] und pl] bildet, und daher durch 2 und .3 geht. Da dieser 
Kegelschnitt durch die Puncte 2, x, y , z schon vollständig 
l)ostimmt ist, so geht er im Allgemeinen nicht durch 1. 


§. 3. 


94. Legt man durch einen beliebigen Punct x eine Trans- 
versale, welche einen Kegelschnitt in z' und z" schneidet, 
und bestimmt den zu x in Bezug auf z', z” zugeordneten har- 
monischen Punct y, so heisst dieser ein zu x in Bezug auf 
den Kegelschnitt conjugirter Pol. Natürlich ist dann auch 
X conjugirter Pol zu y. 

95. Ein Punct x hat in Bezug auf einen Kegelschnitt 
M = ü unendlich viele conjiigirte Pole, nämlich auf jeder durch 
X gehenden Transversale einen. Allo diese aber liegen auf 
einer Geraden, welche die Polare von x bezüglich des Kegel- 
schnittes heisst, und deren Gleichung bei veränderlichen j/,- ist: 


/ \ e« I 

■ W = fcT + yj 


<u 


+ i/3 




= 0. 


Der Punct x heisst dann der Pol dieser Geraden. 

Beweis. Sind x, y zwei beliebige Puncte, und z ein 
auf ihrer Verbindungslinie liegender Punct, so kann man [lt)j 
die (’oordinaten des letzteren setzen: 

= Xi -f kyi. 

Liegt aber z auf dem Kegelschnitte u = 0, so ist 
' «(x, + Ay, , X.., + ky.j, X 3 + Ay.,) = 0. 

Entwickelt man diesen Ausdruck nach Potenzen von A, so 
erhält man nach [4J 

(1) + Az/, (».) + z/,^(«,) = 0, 


und dann gehören die beiden Wurzeln A dieser Gleichung den 
beiden Dnrchscbiiittcn z', z" der Geraden x y mit dem Kegel- 
schnitte zu. Sind nun aber xy und z’ z" zwei Paare zuge- 
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ordneter harmonischer Punct«, so müssen [25] die den Puncteii 
z', z" zugehörigen \Vertlie von ^ gleich und entgegensetzt 
sein. Folglich muss 

(Mx) = 0 

sein. Dreht man nun die Gerade xy um den Punct x, so 
<lo.s8 y veränderlich wird, so müssen seine (’oordinaten dabei 
der vorigen Gleichung genügen, und daher beschreibt der 
Punct y eine Gerade. 

Zusatz. Hieraus folgt: Besteht der Kegelschnitt aus 
zwei Geraden, mu und mb, welche sich in m schneiden, so 
ist die Polare eines Puncts x in Bezug auf dieses Geradenpaar 
der zu mx zugeordnete harmonische Strahl in Beziehung auf 
ma und mb. 


90. Die Polare eines Puncts x bezüglich eines Kegel- 
schnitts geht durch die ßerührungspuncte der aus x an den 
Kegelschnitt gehenden Tangenten. — Denn fallen z, z" in 
einen Punct zusammen, so lallt auch y in diesen Punct. 

97. Ist rt, j/| -j- ‘liö Gleichung einer 
beliebigen Geraden, so findet man die Goordinaten Xi ihres 
Pols bezüglich eines Kegelschnitte.s it = 0 durch Aullösung 
der Gleichungen 


bu ^ bu . 2 « 

c>x, ■ 


« 3 - 


Denn die Polare des Pols x hat nach [95] die Gleichung 

yt i \ Ö t /% 


soll also X der Pol der gegebenen Geraden, oder diese die 
Polare von x sein, so ist dazu nothwendig und hinreichend, 
dass die Coefficienlen der letzten Gleichung denen der ge- 
gebenen j)roportional siml. ^ 

98. Liegt ein Punct a: auf dem Kegelschnitte « = ü, so 
so ist bei veränderlichen tjt 

(l/x) = 0 

die Gleichung der Tangente an dem Kegelschnitte im Punctea-. 

Beweis. In diesem Falle ist in der Gleichung (1) in 
[95] «X = 0, und wenn ausserdem die Gerade xy den Kegel- 
schnitt berührt , so fallen die Durchschnitte z' , z" beide in .r 
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hinein, sodoss die Gleichung (I) dann zwei gleiche Wurzeln 
A = 0 hat. Damit dies eintrete, muss — 0 sein, und 

da diese Gleichung den geometrischen Ort der Puncte y an- 
giebt, für welche die Gerade xy den Kegelschnitt berührt, 
so ist sie die Gleichung der Tangente. 

99. Hieraus folgt unmittelbar: Die Polare bezüglich eines 
Kegelschnittes von einem Punctes x, welcher auf dem Kegel- 
schnitte selbst liegt, ist die Tangente an dem Kegelschnitte 
in dem Puncte x. 

100. Liegt ein Punct b auf der Polare eines Punctes a, 
so geht die Polare von b durch a hindurch. 

Beweis. Die Polaren der Puncte a und b sind [95] resp. 

= 0 ^y{Uh) = 0 . 

Liegt nun b auf der ersteren Polare, so ist .<:/*(«„) = 0 . Da 
aber diese Gleichung (nach [5] für n = 2 ) sich auch schreiben 
lässt: = Oj so wird der Gleichung der Polare von b 

genügt, wenn man a statt y setzt. 

101. Mau hat daher zusammenfassend: Die Verbindungs- 
gerade zweier zu demselben Puncte conjugirter Pole ist die 
Polare dieses letzteren Punctes. Der Durchschnitt der Polaren 
zweier Puncte ist der Pol der Verbindungsgeradeu jener Puncte. 
Die Polaren aller Puncte, welche auf einer Geraden G liegen, 
bilden einen Strahlbüschel , dessen Mittelpunct m der Pol von 
G ist. Alle Puncte einer Polare G sind conjugirte Pole zu 
dem Pol m dieser Geraden. 


§. 4. 

102. Die Gleichung 

( 1 ) a^XJX3 + a^X3X^ + a^x,X2^0 

stellt einen Kegelschnitt dar, welcher durch die Ecken des 
Fundamentaldreieckes geht, und umgekehrt hat die Gleichung 
jedes diesem Dreiecke umschriebenen Kegelschnittes die obige 
Form. Die Tangenten in den Ecken des Dreiecks schneiden 
die gegenüberliegenden Seiten in drei Puncten, welche in 
einer Geraden liegen; und deren Gleichung ist: 

( 2 ) £. = 0 . 

Dtmftoi, Carroii driUcr Urdiiunij. 5 
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Beweis. Die Gleichung (1) wird erfüllt, sobald zwei 
(Koordinaten gleichzeitig Null sind; daher geht der Kegelschnitt 
durch die Ecken des Fiindamentaldreiecks ; und umgekehrt: 
wenn dies der Fall ist, wenn also der Gleichung des Kegel- 
schnitts durch das gleichzeitige Verschwinden je zweier Goor- 
dinaten genügt werden soll, so kann sie die Quadrate .der 
Goordinaten nicht entlialtcn. Die Tangente in irgend einem 
i’imcte y hat nach [98] die Gleichung 

y I (" 2 + y.^ («;, x, + «, .-Pj) -f y 3 («, Xj + «j x, ) = (h 
Mithin sind die Tangenten in den Ecken des Dreiecks 

-f = 0, = 0, 4- = (J; 

die.se aber schneiden die gegenüberliegenden Seiten in den 
nämlichen Funden , wie die Gerade (2). 
lOIt. Die Gleichung 

/a,x, -f + j/rtjX;, = a, 

oder rational gemacht 

(1) — 2«j«.,XjXj 

— 2«3«,X3X, — 2«, ff.,X].Pj = 0 

stellt einen Kegelschnitt dar, welcher die Beiten des Funda- 
mentaldreiecks berührt; und umgekehrt: jeder solche Kegel- 
schnitt kann durch eine Gleichung von obiger Form darge- 
stellt werden. Die Goefficienten haben die Eigen- 

schaft, dass die Gerade 

(2) rt, X, -f -f- « 3 X 3 = 0 

die Seit»m des Fnndainentaldreiecks in denjenigen Functeu 
schneidet, welche den Berührnngsjmncten in Beziehung auf 
die Ecken dc's Dreiecks harmonisoh zugeordnet sind. 

Beweis. Setzt man in (1) z. B. Xj = 0, so erhält man 
(«I .X, — « 3 X 3 )* — 0; d. h. die Gerade X 3 = 0 schneidet den 
Kegelschnitt in zwei zusammenfallendeu Functeu, nämlich 
da, wo dieser von zwei mit 

«I X| — «3X3 = 0 

zusammenfallenden Geraden getroflen wird. Die Beite X 3 = O 
berührt also den Kegelschnitt, und die vorige (i(xa<le ver- 
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bindet den Heriilirungspunct mit der Ecke III. Eür den 
Uurchscliiiitt der Gerrideu (2) mit *3 = 0 aber erliült man 

«I a:, 

und diese Gerade verbindet diesen Uurclischnitt mit der 
Ecke III. Da nun nach (59] 
a'i = 0, X 2 = 0, u^x^ -)- a.^x.^ = 0, «,.r, — u.^x.^ = 0 
vier liarmonische Stralüen sind, so .sind deren Diirciischnitte 
mit a;^ = 0 vier harmonische I’uncte. — Wenn ein Kegel- 
schnitt nicht eine Gleichung von der lorni (1) hat, so kann 
er nicht alle Seiten des Fundamentaldreiecks berühren, da 
man dann nicht für a;, = 0, x, = 0 und Xj = 0 jedesmal ein 
vollständiges Quadrat erhalten würde. 

104 . Berührt ein Kegelschnitt die Seiten eines Dreieek.s, 
so schneiden sich die Geraden, welche die Berührungspuncte 
mit den gegenüberliegenden Ecken verbinden, in einem Punctc. 
— Denn nimmt man das Dreieck als Eundamcntaldreieck an 
und stellt den Kegelschnitt durch die Gleichung (1) in (10:J| 
dar, so haben jene Geraden die Gleichungen 

c/,x, — rtjXj = 0, a.jXj — «3X3 = 0, c/jX., — a^x^ — 0, 
deren Summe identisch Null ist. 

§. 5. 

105 . Das System der Kegelschnitte, welche durch die 
nämlichen vier Puncte hindurchgehen, heisst ein Kegel- 
sch uittbüschel, und die vier gemeinsamen Puncte die 
Basis[iunctc des Büschels. Bezeichnen « = 0 und v — 0 
irgend zwei Kegelschnitte desselben, so lassen sich alle übrigen 
durch die Gleichung 

M 4i; = 0 

darstellcu, wenn dem A andere und andere Werthe zuertlieiit 
werden. Denn diese Gleichung stellt einen Kegelschnitt dar, 
welcher durch die Pmicte geht, in denen ?/=0 und v=0 sich 
schneiden. Will man aber einen bestimmten Kegelschnitt des 
Büschels lixireu, so hat mau nur nöthig, ausser den vier 
Basispuncten noch irgend einen fünften Punct e anzunehmen, 
durch welchen dieser Kegelschnitt hindurch gehen soll. Be- 
zeichnen daun !>' die Werthe, welche die Functionen n, v 

6 * 
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in dem Puncte e anneliuieu, so hat man für diesen u'-\-Xv == 0 
und daraus A = — “ . Demnach kann A atich stets so be- 

V 

stimmt werden, dass w-|-Ai; = 0 einen bestimmten Kegel- 
schnitt des Büschels darstellt. Durch jeden Piinct der Ebene 
geht daher nur ein solcher Kegelschnitt. 

100. Sind a, b, c, d die Basispunctc eines K(^gelschnitt- 
büschels, und p der Durchschnitt zweier gegenüberliegender 
Seiten des vollständigen Vierecks abcd, z. B. ab und cd, so 
ist die Polare von p in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Büschels die nämliche Gerade, nämlich die Verbindungslinie 
der Durchschnitte der beiden anderen Paare gegenüberliegen- 
der Seiten {nc, bd) und (ad, bc). 

Beweis. Diese Verbindungslinie schneidet die Geraden 
pab und ped m zwei Puueten, welche harmonisch zugeordnet 
sind zu p in Beziehung auf resp. ab und cd. (8. u. a. Seh-öirr. 
Stoiner’s Vorlesungen über synthetische Geometrie §. 9.) Da nun die 
Geraden pah und ped für alle Kegelschnitte des Büschels 
Secanten sind, so ist [95] jene Verbindungslinie die i’olaro 
von p in Beziehung auf jeden Kegelschnitt des Büschels. 

107. Hieraus folgt: Sind p, q, r die drei Diagonalpuncte 
des vollständigen Vierecks abcd, so ist in dem Dreiecke 
jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke in Beziehung 
auf alle Kegelschnitte des Bilschels, welcher abcd zu Basis- 
puncten hat. 

108. Ein Dreieck, bei welchem in Beziehung auf einen 
Kegelschnitt jede Seite die Polare der gegenüberliegenden 
Ecke ist, heisst diesem Kegelschnitte conjugirt. — Dem- 
nach ist das Dreieck pqr, welches dem aus den vier Basis- 
puncten abcd eines Kegelschnittbfischels gebildeten vollständi- 
gen Viereck als Diagonaldreieck angehört, allen Kegelschnitten 
dieses BUscliels conjugirt. 

109. Die Form, welche die Gleichung eines Kegelschnittes 
erhält, wenn' man ein ihm conjiigirtes Dreieck zum Fuuda- 
mciitaldreieck annimmt, ist 

«II = f*- 

Beweis. Die Polare eines Puncts x in Beziehung auf 
einen Kegelschnitt u «= 0 hat nach [95] die Gleichung 
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f)ll I C“ I CH /. 

ila:, + y-> ^, + y^8T, = 


Soll null niiiTst die Seit« j/j = 0 die J’olare der Ecke lll 
(.r, = 0, Xj = 0) sein, so muss sich diese Gleichung für x, =0 


und Xj == 0 auf yj == 0 reduciren, es müssen also und 


für diese Werthe verschwinden, und da es lineare Functionen 
sind, frei von Xj sein. Ist nun im Allgemeinen 


u=a^ 


so ist 


x/ + «3, Xj- + «33 x.,2 + 2 «-33 Xj Xj + 2«„ XjX, + 
(«»1 = «i») 


i ll, 

i ^21^1 “f" ^22^2 "I" 

t dl* I I 

i ^ + ":i2^2 + "m 

Es muss daher zuerst «,3 = «33 = 0 sein, und dadurch geht 
die Gleichung der Polare über in 

!/l («II -*^1 + " 12 ^ 2 ) + yj(«2l ^1 + f>22-^2) + y3«33‘^3 = 

Da nun aber diese Gleichung ferner für x, = 0 und X3 = 0 
sich auf y, =0 reduciren soll, so muss auch «,3 == 0 sein. 

110. Alle Kegelschnitte, welche durch einen Puuct a 
gehen und demselben Dreiecke pgr 
conjugirt sind, bilden einen Kegel- 
schnittbüschel und haben ausser a 
diejenigen Puncte b, c, d zu Basis- 
|iuucten, welche mit « zusammen das 
vollständige Viereck bilden, von wel- 
chem p, q, r die Diagonalpuncte 
sind. (Fig. 10.) 

Beweis. Durch eine Ecke « ist das Viereck ahcd be- 
stimmt. Construirt man es nach [83] und schneidet die 
Seiten des Dreiecks yr, rp,pq mit den Geraden ap, aq, ar 
resp. in p', q' , r, so erhält man vermöge der Construction des 
Vierecks zugeordnete Paare harmonischer Puncte; z. B. auf 
ap sind pp’ und ab zwei solche Paare. Demnach gehen alle 
durch a gelegten Kegelschnitte, für welche qr die Polare von 
p ist, nach [95] auch durch b. Und ebenso verhält es sich 
auch bei den anderen Puncten. 


Fig. 10. 
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111 . Die Polaren eines beliebigen Pniictes p (der nicht 
die in flW] betrachtete Lage hat) in Beziehung auf säuimt' 
liehe Kegelschnitte eines Büschels schneiden sich in einem 
und demselben Puncto q. Dieser ist dann (101] ein zu p con- 
jugirter Pol in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Büschels 
und heisst daher der zu p in Beziehung auf den Kegel- 
schnittbüschel conjugirte Pol. Natürlich ist dann auch 
p der zu q conjugirte Pol in Beziehung auf denselben Büscliel. 

Beweis. Stellt man nach [105] irgend einen Kegelschnitt 
des Büschels durch die Gleichung u Au = 0 dar, so erhält 
man [95] für die Polare von p in Beziehung auf diesen K^el- 
schnitt die Gleichung' 

= 0 . 

Für verschiedene Werthe von A aber schneiden sich ]5(i] alle 
diese Geraden in einem und demselben Puncte. 

ll->. Zieht man in den vier Basispuncten eines Kegel- 
schnittbüschels die Tangenten an sämmtlichc Kegelschnitte, 
so bilden diese Tangenten vier unter sich projectivische Stralil- 
i)üschel, indem diejenigen Tangenten, welche den nämlichen 
Kegelschnitt berühren, entsprechende Strahlen sind. 

Beweis. Sind a,b,c, d die Basispuncte eines Kegel- 
schnittbüschels m-]-Ai>= 0 [105], so erhält man nach [98] für 
den Tangentenbüschel in a die Gleichung 

= 0 

und daraus dje drei anderen Tiuigcnteubüschel , wenn mau 
b,c,fi an Stelle von a setzt. Daher [61] sind die.se vier 
Strahlbüschel projectivisch , und diejenigen Strahlen ent- 
sprechende, welche gleichen VVerthen von A angehören, also 
den nämlichen Kegelschnitt berühren. 

113 . W eun ein Strahlbflschel und ein Kegelschnittbüschel 
durch Gleichungen von der Form /<-(- AZ?=0 und i/-]-Au=0 
dargestellt sind, so heissen dieselben projectivisch in An- 
sehung derjenigen einander entsprechenden Strahlen und 
Kegelschnitte, welche gleichen Wertheu von A angehören. 
Dann folgt aus [112], dass die Tangentenbüschel in den vier 
Basispuncten ebenfalls dem Strahlbüschel projectivisch sind, 
und dass einem bestimmten Stralile des letzteren gleichzeitig 
ein Kegelschnitt und dessen Tangenten in den Basispuncten 
projectivisch entsprechen. 
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114 . Die Polaren eiiie.s Piiiictes p in Bezug auf sänmit- 
liche Kegelschiiitte eiiic.s Bii.schels bilden einen iStralilbüschel, 
der zu dem Kegelschnittbilsehel projeetiviscli ist. — Denn der 
von den Polaren in Bezug auf den Kegelscliuittbüscliel 
»-l-^i;=0 gebildete Strahlbüscliel bat nach |111] die üleicliung 

und ist daher nach [113] dem Kegelschiiittbiischel « + >.v = 0 
projeetiviscli. 


§. 6 . 

llo. Eine beliebige Transversale wird von den einzelnen 
Kegelschnitten eines Büschels in coiijugirteu Punctepaaren 
einer Involution geschnitten. 

Beweis 1. Seien^ (Fig. 13) abcd die Basispuncte des 
Kegelschnittbüschels, die Schnitte einer Transversale T 



mit irgend einem Kegelschnitte des Büschels, ferner ß, ß' die 
Schnitte von T mit ab, cd, und yy die Schnitte von T mit 
ad, bc. Dann sind [86] folgende zwei Strahlbüscliel pro- 
jectivisch : 

a(a b n d) /\ c(a b d d), 

null daher [65] auch ihre Durchschnitte mit T, also ist [33] 
(« ßa' y) = (a y' «' ß"). 

Aber nach [21] hat mau 

(ß / ß' /T) = (ß ß’ ct y) 

also ist auch 

(ß ßa y) = (ß ß' ti y). 


Digitized by Google 



72 


Hülfbslltzc über Kegolschnittc. 


[115. 


Man hat (leiiinucli zwei aufGiuaudcrliegeiide projectivische 
Puuetreiheu, iu welchen ßß' und yy' entsprechende Puncte- 
jiaare sind, und ausserdem ««' einander involutorisch ent- 
sprechen, folglich ist [42) aa ein conjugirtes Punctepaar der 
durch ßß' und yy bestimmten [43] Involution. (Saimon. Anal. 
Goom. der Kegelschnitte, deutsch von Fiedler. 2. Aufl. pag. 332.) 

Beweis 2. Stellt man den Kegelschnittbüschel durch die 
Gleichung w -|- A i> = 0 dar und bezieht diese auf ein System 
von Parallelcoordinaten x, y, dessen x-Axe mit der Transversale 
zusammen fällt, so erhält man, wenn man y = 0 setzt, für 
die Abscissen der Durchschnitte der Transversale mit den 
Kegelschnitten des Büschels eine Gleichung von der Form 
a^x'‘ a^x -f- a.^ -|- X{bgx'‘ b^x b.^) = 

Mithin bilden die Durchschnittspaare der Transversale mit 
den Kegelschnitten nach [49] corijugirte Paare einer Involu- 
tion. — Dieser Beweis zeigt, dass der Satz auch dann noch 
gültig bleibt, wenn die Durchschnittspuncte imaginär werden, 
ja selbst dann noch, wenn sie sich auf imaginäre Kegelschnitte 
beziehen. 

llö. Eine beliebige Transversale schneidet die drei Paare 
gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks abcd 
in conjugirten Paaren einer Involution. — Aus [115[, denn 
diese drei Geradenpaare sind drei Kegelschnitte eines Büschels 
mit den Basispuncten abcd. 
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117 . Aufgabe. Wenn zwei Paare conjugirter Puncte 
einer Involution au,b'ß gegeben sind, zu einem gegebenen 
Puncte c den conjugirten y zu construiren. 

Auflösung 1. (Fig. 14.) Man ziehe durch a', b', c drei 
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(ierade, welche sich nicht in einem Piincte schneiden, son- 
dern ein Dreieck bilden, und bezeichne die Ecken desselben 
so mit a,b,c, dass bc, ca, ab resp. durch n',b',c gehen; 
suche dann den Durchschnitt (aa, bß) — d und ziehe cd , so 
schneidet diese Gerade den Träger der Involution in dem ge- 
suchten Puncte Y- — Denn ab cd sind dann die Ecken eines 
vollständigen Vierecks, dessen Seitenpaare in aa, b'ß, c'y ge- 
schnitten werden. 1 1 16.] 

Auflösung 2. S. [128.] 

118 . Unter den Kegelschnitten eines Büschels giebt es 
stets zwei (reelle oder imaginäre), welche eine beliebig ge- 
gebene Gerade O berühren; und die Berührungspuncte sind 
die Doppelpuncte der durch den Kegelschnittbiischel auf G 
erzeugten Involution [115]. (Dabei ist ein Geradenpaar das 
sich auf G schneidet, als ein diese Gerade berührender Kegel- 
schnitt gerechnet.) 

Beweis. Die durch den Kegelschnittbüschel auf G er- 
zeugte Involution besitzt stets [38] zwei reelle oder imaginäre 
Doppelpuncte. In jedem derselben sind zwei conjugirte Puncte 
und daher auch die Durchschnitte von G mit einem- Kegel- 
schnitte vereinigt; daher berührt G in jedem Doppelpuncte 
einen Kegelschnitt. 

119 . Sind p und q zwei conjugirte Pole in Beziehung 
auf einen Kegelschnittbüschel [111], so sind diese zugleich die 
Puncte, in denen die Gerade pq von zweien Kegelschnitten des 
Büschels berührt wird und daher [118] auch die Doppelpuncte 
der durch den Büschel auf pq erzeugten Involution. 

Beweis. Ist A' der durch p gehende Kegelschnitt des 
Büschels, so ist pq die Tangente desselben in p\ denn diese 
Tangente ist [99] die Polare von p in Bezug auf K und muss 
folglich [111] durch q gehen. Aus demselben Grunde ist pq 
auch in q die Tangente an demjenigen Kegelschnitte K' des 
Büschels, der durch q geht. 

120. Schneidet man die Seiten bc, ca, ab (Fig. 14) eines 
Dreiecks durch eine Transversale T in den Puncten a', V, c' 
und bestimmt dann zu diesen die conjugirten Puncte a, ß, y 
irgend einer Involution, so schneiden sich die Verbindungs- 
geraden aa,bß, cy in einem Puncte d. 
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Beweis. Man uelime uul der Transversale T die Buucte 
fc, ß beliebiff an, so ist [43| durch die l’aare a'a, (iß eine 
Involution bestiinint, also ist daun auch der zu c' eonjugirte 
Punct y vollständig bestirnnit. Nun sei d der Durchschnitt 
der (ieradcn aa,l>ß] dann bilden die l’uncte abcd ein voll- 
ständiges Viereck, dessen Seiteu|i;iare von T in conjugirten 
l’unctepaaren einer Involution geschnitten werden [116]. Zwei 
der Ijetzteren sind na und l)'ß, gebildet auf deji Seitenpaareu 
{(/c, ad) und («c, bd). Das dritte Seitenpaar ist ab, cd, und 
da nun c' auf ab liegt, so muss der zu c eonjugirte Punct y 
auf cd liegen, oder cy muss durch ni gehen. (Crfmnna. Curve 
piano, art, 109.), 

121 . Sind ««', b(i irgend zwei Paare conjiigirter l’ole 
in Bezug auf einen Kegelschnitt A', so ist das nach |82| durch 
diese beiden Punctepiuire bestimmte dritte Puiictejiuar cc' 
ebenfalls eiu Paar conjiigirter Pole in Bezug auf A'. 

De curvis et «uperficielius sccumli ordiiüa. Crelle’B Joiirn. Hd. 90. pag. 301.) 

Beweis. Sei die Bezeichnung der Puncte cc so gewählt, 
dass abc ein Dreieck bilden, und a b' c in gerader Linie 
liegen [82] (Fig. 14). Auf dieser Geraden bestimme man zu 
jedem der Puncte a, b\ c den conjugirten Pol in Bezug auf 


Kig. H. 

h 



h'. Seien diese der Reihe nach a, ß, y. Dann ist (94| jedes 
der drei Paare a'a, b'ß, cy ein harmonisch zugeorduetes Paar 
in Bezug auf die Durchschnitte der Geraden äb'c mit dem 
Kegelschnitte K, und folglich |45| sind diese sechs Pimcte in 
Involution. Daher schneiden sich [120] die Geraden aa, bß, cy 
in einem Puncte d. Nun sind a und « beide eonjugirte Polo zu 
a', also ist [101] an die Polare von a in Bezug auf A’; ebenso 
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ist bß die Polare vou b', und daher der Durchsdinitt il 
von (la und bß der Pol \oii a'b\ Alle Puiicte dieser Ueraden 
■sind deinuaeh |101] conjugirte Pole zu ä, also unter andern 
auch c und y. Aber die beiden letzteren sind selbst couju- 
girte Pole, demnach ist sowohl ri als auch y conjugirter Pol 
zu c, oder dy ist die Polare von c'; aber dy geht durch c, 
also ist auch c conjugirter Pol zu c in Bezug auf A’. (Tremomi. 
Curvo piane art. lOS.) 


§. 1 . 

Hind ahed die ßasispuuete eines Kegelschnitt- 
biischels, und legt inan durch zwei derselben z. B. ab einen 
festen Kegelschnitt S, so schneidet dieser die Kegelschnitte 
des Büschels in Punctepaaren na', ßß', ctc. Die Verbin- 
dungslinien dieser Paare, also die Linien an', ßß’, etc. 
laufen dann durch einen festen Punct der Geraden cd. 

4 

Beweis. Bezeichnet man die Geraden ab und cd resp. 
durch = ü und -Lrf— f), und mit A' = 0 irgend einen 
Kegelschnitt iles Büschels, so kann jeder Kegelschnitt V = 0 
des Büschels durch die Gleichung 

Ä = A -f- A A„ b B 

dargestellt werden , wenn k einen veränderlichen Parameter 
liedeutet. ' Bezeichnet man aber die beiden Durchschnitte 
(ausser a, b) der Kegelschnitte S und A' durch « und n, und 
mit Aaa' = B <lie Gerade au, so kann der Kegelschnitt S durch 
die Gleichung 

S= A + =0 

dargestellt werden. Die Durchschnitte ab’i^ von .V und S 
müssen daher der Gleichung 

X — S = A„b{kAci — xA„a) = B 

genügen, d. h. auf den Geraden A„b—<> und kAr,i—xAaa —0 
liegen. Die erstere verbindet die Puncte (t, b, also die letztere 
die Puncte |, aber diese geht für jeden Werth von A durch 
den Punct, in welchem sich cd und aa' schneiden. {Saimon. 
Anal. Geom. il. Kegeiachn. deutach von Fiedler. 2. Auü. pag. 297.) 
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123. Laust man au 
4 _ / Stelle des Kegelschnitts 

, ■** resp. 

y durch a und h gehende 

/ \ \ (Geraden treten, so folgt: 

/ ' ro*!» 

— 1 durch zwei ßasispuncte 

\ J a, b eines Kegelschnitt- 

y' \ \/ biischels [abcd] je eine 

' ^ Transversale A und Ai, 

so schneidet jeder Kegelschnitt des Büschels jede dieser beiden 
Transversalen in einem Puncte: « und Die Verbindungs- 
linien an je zweier solcher dem nilmlichen Kegelschnitte un- 
gehöriger Puncte schneiden sich alle in demselben Puncte, 
bilden also einen Strahlbüschel, dessen Mittelpunct auf cd 
hegt. Die Kegelschnitte des Büschels erzeugen daher auf den 
Transversalen A und A' zwei projectivische und perspectivisch 
liegende Punctrcihen. — Man findet den Mittelpunct k des 
Strahlbüschels am einfachsten, wenn man die Durchschnitte 
m und m der Transversalen A und Ä mit einem der beiden 
Geradenpaare («c, bd) oder {ad, bc), als einem Kegelschnitt 
des Büschels, aufsucht und den Durchschnitt von mm mit cd 
bestimmt. {Crfmoua. Curve plane art. 63.) 

124. Aufgabe. (Fig. 16.) Wenn zwei Kegelschnitte 
durch je fünf Puncte abcaß und nbcy'd', von welchen drei 
abc beiden gemeinschaftlich angehören, gegeben sind, ihren 
ij. vierten Durchschnittspunct d zu 

/t construiren. (Dabei können auch 

f zwei der gegebenen Puncte zusam- 
; menfallen, wenn dann nur ihre Ver- 
biudungslinie alsTangeutedesKegel- 
\ Schnitts ebenfalls gegeben ist.) 

Auflösung 1. Man betrachte 
fS' au und by als zwei Transversalen 

A und Ä und suche nach [89] den 
I Punct y, in welchem A den Kegel- 
schnitt abcy d' schneidet, so wie den 
“ ' Punct in welchem Ä den ande- 

ren Kegelschnitt schneidet. 
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Dann sind ««' und yy' zwei Paare entsprechender Puncte der 
nach [123] auf den Transversalen A und A' erzeugten Punct- 
reihen, und daher k = (««', yy') der Mittelpunct des zugehörigen 
Strahlbüschels. Nun liegt k auch auf c d, also muss d auf c k 
liegen; bezeichnet mau ferner mit m und m' die Puncte, in 
welchen die Transversalen A und A' das Gcradeupaar ac, bd 
schneiden, d. h. ist /» = (aa, id), m' = {by’,ac), so geht 
auch mm' durch k. Nachdem daher die Puncte y und 
k={aa,yy) gefunden sind, ist die weitere Constructions- 
vorschrift folgende; Man bestimme tn —{by',ac), m—{aa, m'k) 
und dann d = {ck, bm). [Oder mit Benutzung des Geraden- 
paarcs ad, bc: Bestimme n = {aa, bc), n ={by, nk) und dann 
A = (ck , an)). {Cremona. Cur>'e piano, art. 64.) 

Auflösung 2. S. [300.J 

125 . Seien ab cd die Basispuncte eines Kegelschnitt- 
büschels. Legt man durch zwei derselben z. ti. ab einen festen 
Kegelschnitt S, so schneidet dieser jeden Kegelschnitt des 
Büschels in einem Punctepaare ««', ßß', etc. Zieht man nun 
aus einem beliebigen Puncte o des Kegelschnitts S Strahlen- 
paare nach djesen Punctepaaren , so bilden diese Strahleupaare 
conjugirtc Paare einer Involution. 

Beweis. Sei aa das Punctepaar, in welchem irgend 
ein Kegelschnitt A' des Büschels den festen Kegelschnitt S 
schneidet. Da daun die Puncte abcdaa alle auf AT liegen, 
so ist [86] 

(1) a(cdaa) /\ b(cdau'). 

Nun giebt es unter den Kegelschnitten des Büschels zwei 
Geradenpaare, die die Verbindungslinie der gewählten Puncte 
ab nicht enthalten, nämlicdi (ac, bd) und (ad, bc). Die Durch- 
schnitte dieser mit S mögen durch AA' und gp' bezeichnet 
werden und zwar so, dass 

ac durch A, bd durch A' 
ad durch ft, bc durch /t' 

hindurch gehe. Dann kann die Projectivität (1) geschrieben 
werden 

rt(Ap««') /\ b((t'k'ua'). 

Nun liegen aber die Puncte abkX'iijiaa’ alle auf S, daher 
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kann man [86] die Mittelpnncte a, h nach irgend einem Pimctc 
u dieses Kegelschnitts hinverlegen und erhält 

o(Aft««') /\ o(fi'A'aa'). 

Vertauscht man dann in dem letzteren Büschel die beiden 
ersten Strahlen mit einander und gleichzeitig uiuh die beiden 
letzten, so bleil)t ihr Dojipelverhältiiiss ungeiuidert [22J, also 
folgt 

o(Xytaa) /\ o(A'fi'a'a), 

d.h. o(AA'), o{(tfi), o{ate) sind drei l’aare einander entsprechen- 
der Strahlen, und bei dem letzten l’aare ist das Entsprochen 
ein iuvolutorisches [41], mithin ist [42] dieses ein conjugirtes 
Paar in der durch die beiden ersten bestimmten Involution. 

Zusatz. Da eine Involution aus zwei conccntrischen 
und iuvolutorisch projectivischeu Strahlbiischelu besteht, 
so ist das involutorische Entsprechen der Punctepaare AA', 
(ifi, (tu, ßß', etc., die sammtlich auf dem Kegelschnitte Ä 
liegen, von der Wahl des Mittelpuncts o gänzlich unabhängig. 
Man sagt dalier, dass diese Punctepaare eine Involution 
auf dem Kegelschnitte bilden. Eine solche ist ebenfalls 
durch zwei Punctepaare vollständig bestimmt, in der Art dass 
mit Hülfe dieser beiden Paare zu jedem Puncte des Kegel- 
schnitts der ihm conjugirte eindeutig bestimmt ist. Mau kann 
dann den vorigen Satz auch so aussprechen: Ein durch zwei 
Basispuncte ab eines Kegelsclmittbüschels beliebig gelegter 
Kegelschnitt S schneidt't die Kegelschnitte des Büschels in 
conjugirteii Punctepaareu einer -auf S liegenden Involution. 

12G. Legt man durch den Mittelpunct o einer Strahlen- 
involution einen beliebigen Kegelschnitt S, der die conjugirteii 
Strahlenpaare in den Punctepaaren aa',ßß', yy etc. schneidet, 
so da.ss die letzteren eine Involution auf dem Kegelschnitte S 
bilden, so scluieiden sich die Verbindungslinien au, ßß', yy 
etc. in einem und dem.selbcn Puncte p und bilden daher einen 
Stmlilbüschel [p]. 

Beweis. Nimmt man auf .V zwei Puncte tth beliebig an 
und legt durch fibctrt und fibßß' jo einen Kegelschnitt A' 
und Ä", so treffen sich diese in zivei weitern Puncten c, d. 
Betrachtet man nun ahed als Basispuncte eines Kegelschnitt- 
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büscheis, von welchem A' und A" zwei Kegelschnitt«* sind, so 
bilden die Durchschnittspaare von S mit den Kegelschnitten 
dieses Büschels nach [125] conjugirte Paare einer auf .S liegen- 
den Involution. Zwei dieser Paare sind aa, ßß', und durch 
diese ist die Involution vollkommen bestimmt. Mithin muss 
<ler durch irgend einen auf S liegenden Piinct y gehende 
Kegelschnitt des Büschels [abed] den Kegelschnitt S in dem 
zu y conjugirteu Punete y treffen. Demnach bilden die Piincte- 
paare aa, ßß', yy, etc. zugleich die Durchschnittspaare eines 
Ivegelschnittbüschels mit dem Kegelschnitte S , der durch zwei 
Basispunctc des Büschels geht, und folglich [122] treflen 
sich die Geraden « d , ß ß', yy, etc. in dem nämlichen 
Pnncte. 

12 «. Der im vorigen Artikel entstandene und aus den 
Geraden utc, ßß', yy, etc. be.stehende Strahlbüschel [/<] ist mit 
der Strahleninvolution [o] projectivisch, in der Art, d<a.ss z. B. 
dem Strahle aa' das Strahlenpaar o(ad) entspricht. 

Beweis 1. Nimmt man o zum Anfangspuncte eines Pa- 
rallel-Coordinatensystems, in welchem die Coordinaten mit | 
und 7/ bezeichnet werden, so kann man die Strahleninvolution 
(zweiten Grades) nach [70] durch eine Gleichung von der 
Form 

(1) a,7i^ + «, >2? + ^ = G 

darstellen. Löst man diese Gleichung nach ^ auf und be- 
zeichnet ihre beiden Wurzeln mit A, und Aj, so werden die 
irgend einem Werthe von A zugehörigen un«l daher conjugirteu 
Strahlen iler Involution o(a, a') durch die Gleichungen 

Zi = 12 — A, g == 0 7,j = i; — Ajl = 0 

dargestellt. Der Kegelschnitt S, welcher durch den Anfangs- 
punct o geht, habe die Gleichung 

S = «1,^ + biil -f cV 4- '/'2 + ‘’S = (>• 

Bezeichnet man aber mit 

= + + A = () 

ilie Gleichnng der Gerad«*n ad , so ist d«*r Kegelschnitt H dom 
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von den drei Geraden F gebildeten 
Dreiecke umschrieben (Fig. 17) und kann 
daher nach [102] auch in der Form 
S=/Z, Zj -j-»iZ,f’4-«Zj/’==0 
dargestellt werden. Daraus folgt, dass 
(« Z, + n Z.,) F s — / Z, Zj 
sein muss. Substituirt man darin die Aus- 
drücke von Z,, Zj, S, F durch g und r\, so 
erhält man die Identität 

l(m -|- n) — (»lA-, nÄj) |j [/ij -j_ ^ g _|_ A ] — ar^ -f" 

+ c%^ + + ei — /(i?’ — (i, -f Xj))ji 

und daraus für die Coefficienteu die Beziehungen 

(»» + «)/■=« — / 

(m + }i)ff _ (wA-, -f- «X-,)/- =b + /(X-, + X-,) 

— («X-, -j- nk.^)ff = c — /X-, Xj 
{m + n)h = d 
— {m X-, -f- n Xtj) A = e. 

Eliminirt man mit Hülfe der beiden letzten Gleichungen zu- 
nächst m und n und setzt zur Abkürzung 

~l" ^2 s ^*2 Pr 
so geben die drei ersten Gleichungen 

f//-= A(rt _/) 

dg ef — h{b + Is) 
eg = h{c — Ip), 

und eliminirt man aus diesen /, so erhält man zur Bestimmung 
der Verhältnisse von f, g, h die jGleichungen 

• {e ds) f dg — (A as) A = 0 
dpf — eg {c — ap) A = 0 

und aus diesen 

f : g : h = {cd — eh — ad . p — ae . s) 

•, {— ce {ae — bd) p — cd . s) I { — — ÖP . p — de . s). 

Die Ctieflicienten der Gleichung der Geraden F stellen sich 
also dar als lineare Functionen von s und p, ausgedrOckt durch 
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die Coefficieuten der Kogelscliiiittsgleiclumg .S = 0. Nun er- 
giebt sich aber au.s (1) 

. «i_4" "» 4 ~ 

durch Substitution dieser Ausdrücke werden dann f,g,h pro- 
portional mit linearen Functionen von A, welche von den 
Coefficieuten der Kegelschnittsgleichung S — 0 und denen der 
luvülutionsgloichung (1) abhängen. Bezeichnet mau diese 
linearen Functionen dadurch, dass man setzt: 

/: g : A =/-'+/'■ A ; + 17 " A : A' -f A" A , 

so wird die Gleichung der Geraden F oder aa 

F=r>i + ff'^ + A' + Hf'v + ff"^ + n = 0 . 

Dadurch bestätigt sich zunächst, dass alle diese Geraden 
also aa,ßß',yy, etc. sich in einem Puncte schneiden, so- 
dann aber ergiebt sich, dass eine Gerade aa und das ihm 
zugehörige Strahlenpaar o (aa') der Involution demselben 
Werthe von A angeboren, und dass sie daher einander projec- 
tivisch entsprechen [76]. 

Beweis 2. (Fig. 18.) Mau kann die Strahlenpaare 
der Involution [o] als Kegel- 
schnitte eines Büschels an- 
sehen, dessen vier Basispuuete 
in o Zusammenfällen', alsdann 
bilden die Polaren des Punctes 
p in Bezug auf diese Geradeu- 
paare nach [114] einen mit die- 
sem Kegelschnittbüschel pro- 
jectivischen Strahlbüschel, der 
natürlich seinen Scheitel in p 
hat. Nun gehen aber die Po- 
laren von p in Bezug auf die 
Geradenpaaro o (««'), o(ßß') etc. durch die Puncte a, 6 etc., 
welche zu p harmonisch zugeorduet sind in Bezug auf aa’, ßß', 
etc. [95], und da die Punctepaare aa',ßß’, etc. die Durchschnitte 
des Kegelschnittes S mit Transversalen bilden, die durch p 
gehen, .so liegen die. Puncte a, b, etc. auf der Polare von p 
in Beziehung auf S [95]. Mithin liegen die StrahlbUschel 
0 (a, 6, . . .) und p (aa', ßß', ■ . ■) perspectivisch und sind da- 

DcK.^iiE, (.'ttivoii dritter Ordnuug. C 
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her projectivisch, und folglich ist der letztere Strahlbüschcl 
[l>\ auch projectivisch zu der luvolution in «. 

Anmerkung. Man bemerke, dass es nicht gestattet 
sein würde, den Satz [114] anzuwenden auf beliebige Strahleii- 
j)aare, die sich alle in demselben Puncte treffen, wohl aber 
auf solche, die eine Involution bilden, denn diese können 
durch eine Gleichung von der Form (1) dargestellt werden, 
und daher bleibt dann die Schlussweise von [114] gültig. 

128. Aus [12ü] ergiebt sich (;ine zweite Auflösung der 
Aufgabe [117]: Wenn eine Punct- oder Strahleninvolution 

durch zwei conjugirte Paare gegeben ist, zu einem gegebenen 
Puncte otler Strahle den conjugirten zu construircn. (Fig. 19.) 

Auflösung. Durch den Scheitel o der Strahlcninvolution, 



(die entweder unmittelbar gegeben ist, oder die mau bei ge- 
gebener Punctinvolution erhält, wenn man nach den Punc- 
ten derselben aus einem beliebigen Puncte o Strahlen zieht) 
lege man einen beliebigen Kegelschnitt S (am einfacl.'.itcu 
einen Kreis), schneide diesen mit den gegebenen Strahleu- 
paaren in aa und ßß', und mit dem Strahle, dessen conju- 
girter gefunden werden soll, in y. Be.stimmt man daun den 
Durchschnitt [aa, ßß') — jt, und sclmeidet S mit py in /, 
so ist oy der verlangte Strahl, welcher bei gegebener Punct- 
involution natürlich auch den gesuchten Punct liefert. 

Zusatz. Zieht man aus p die Tangenten an den Kreis S, 
so sind die nach den üerührungspuncten a und r gehenden 
Strahlen oß und ot zugleich die Doppelstrahlen der Involution. 
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§. 8. 

129. Aufgabe. Wenn vier Strahlen eines Stralil- 
büschels m'(a'b'cä') und vier Puncte ab cd gegeben sind, 
so soll der geometrische Ort der Puncto x bestimmt werden, 
so dass die von x nach a b c d gehenden Strahlen den gege- 
benen m'{a'b’c (f) der Reihe nach projectivisch entsprechen. 

Auflösung. Man betrachte a als Mittelpunct eines 
StrahlbUschels a{b,c,d), der mit m {b',c,d) projectivisch ist, 
und coustruire üi dem erstereu nach [91] den Strahl a /, 
welcher dem Strahl m li in Letzterem entspricht, sodass 

« (/, b, e, «0 Ä («', V, c, rf'). 

Ist dann x irgend ein Punct des Kegelschnittes K , welcher 
durch a b c d geht und « / in rt berührt , so ist [80] 

X (fl, b, c,d)J\ a (/, b, c, d), 

und daher auch 

x{a, b, c, d) A »*' («', b', c, <f). 

Der Kegelschnitt K ist also der gesuchte geometrische Ort. 

{Cremona art. G2.) 

130. Aufg abe. Wenn fünf Stralilen ni («', V, c, d , e) 
und fünf Puncte fl, b, c, d, e gegeben sind, so soll der Mittel- 
punct m des Strahlbüscliels gefunden werden, dessen nach 
den gegebenen Puncten gerichtete Strahlen m (fl, b, c, d, e) 
dun gegebenen m («', //, c, d\ e') der Reihe nach projectivisch 
untsprechen. 

Auflösung. Construirt man nach [91] einen Strahl fl/ 
so, dass 

d (/, b, c, d) A m'{a\ b', c\ d) 

ist, so ist der geometrische Ort der Puncte x, welche die 
Forderung erfüllen, dass 

X (fl, b, c, d) A »t' («', c, d) 1 
.sei, nach [129] ein Kegelschnitt A", welcher durcli n b c d geht 
uml fl/ in fl berührt. Construirt man nun ferner einen Strahl 
a s so, da.s.s 

fl (s, h, c, f) A »i' ("'•> c, '■') 

■-.st, so ist der geometrische Ort der l’uncte a-, für welche 
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X {(!, h, c, e) A w' {a, h', c, e') 
ist, ein zweiter Kegelschnitt A", welcher durch a b c c geht 
und as in a berührt. Der gesuchte Punct m ist demnach 
der vierte Durchschnittspunct der beiden Kegelschnitte K, A'', 
welche beide durch a b c gehen, und von Tleneii der erste 
durch die Puncte /t b c d und die Tangente al in a, und der 
zweite durch die Puncte ab c e und die Tangente as in a 
bestimmt ist. Dieser Durchschnittspunct kann nach [124] 
construirt werden. (Cremona art. C2.) 


§. 9. 

131 . Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher zwei 
Geraden .4 = 0 und /? = 0 in den Punctcu berührt, in wel- 
chen diese von einer dritten Geraden — 0 getroffen wer- 
den, kann in der Form 

= A-2 7)5 

geschrieben werden, worin A eine Constante bedeutet*); und 
diese Gleichung stellt bei veränderlichem A den Kegelschuitt- 
büschel dar, welcher und B zu gemeinschaftlichen Tan- 
genten, und B zur gemeinschaftlichen Derührungssehue hat. 
Nimmt man diese Geraden zu Seiten des Fundamentaldreieckes, 
und schreibt demgemäss x,, x.j, Xj für J, B, D, so heisst die 
vorige Gleichung 

(1) x, .Cj = A* x^. 

Man kann nun hier die Coordinaten auf eine einfache 
Weise durch einen veränderlichen Parameter g ausdriieken. 
Denn legt man durch 7 eine beliebige Gerade, so kann diese 
durch die Gleichung x^ = gAx 3 dargestellt werden. Für den 
Durchschnitt m derselben mit dem Kegelschnitte findet mau 
daun, indem man aus (1) einmal x, xmd daun .r, eliminirt, 
die Gleichungen gx, = Ax 3 ,-g-x, = Xj. Die durch einen be- 
liebigen Punct m des Kegelschnitts und die Ecken des Fuu- 
dameutaldreicckes gehenden Geraden haben also durch g aus- 
gedrückt die Gleichungen 

*) Jede der beiden Geraden A und H schneidet den Kegelschnitt 
in zwei zuBammcnfallenden Puncten, nämlich da, wo dieser von zwei 
mit l> zusammonfallcnden Geraden getroffen wird 
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Im ... . .Pj = |u A'.Tj 

(2) Um . . . fix, — A'.Tj 
I/Im . . . fi^x, = Xj 

und die Coordinaten des Punctes m sind 

X, : Xj : Xj = A' : A-jt’ : (i. 

Ebenso hat man für einen zweiten Punct m, des Kegelschnittes 
mit dem Parameter ft, die Coordinaten A- : Aft,’ : ft, und er- 
hält dann aus [18] für die Verbindungslinie mm, dieser bei- 
den Puncte die Gleichung 

i X, X.J X3 

' A A' ft* ft = 0, 

A- Aft,* fi,| 

oder nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors 

— #*i) 

ftft,x, -f- Xj — A(ft-f ft,) X 3 = ü. 

Fallen die Puncte m, und m zusammen, wird also ft, = ft, 
so ergiebt sich ferner für die Tangente an dem Kegelschnitte 
(1) in einem Puncte »» desselben mit dem Parameter ft die 
Gleichung 

(3) fi*x, + Xj — 2 AftX 3 = 0. 

{.‘ialmon. Aual. Gcom. der Kegelschnitte. Deutsch von Fiedler, 2. Anfl. 
pag. 340.) 

132. Zieht man aus einem festen Puncte « Tangenten 
au alle Kegelschnitte, welche zwei Geraden A und D in den- 
selben Piincten berühren, und daher auch die Berflhrungs- 
sehne D gemeiuschaftlich haben, so ist der geometrische Ort 
der Berührungspuncte ein Kegelschnitt, welcher dem Dreiseit 
ABD umschrieben ist, und durch den gegebenen Punct a 
geht. 

Beweis. Nimmt man die Geraden A D D z\x Seiten des 
Fundamcntaldreiecks und stellt demgemäss [131] den Kegel- 
schuittbüschel durch die Gleichung 

x,Xj = A*Xj* 

dar, so ist die Gleichung der Tangente in irgend einem 
Puncte mit dem Parameter ft an einem der Kegelschnitte 
nach [131] 

fi*x, -{■ X .3 — 2 Afi.c 3 = 0 . 
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Soll diese durch den Puuct « gehen, dessen Coordinaten 
n, n.j «3 seien, so gilt ferner 

-}- “2 — '‘■■I — 

Die letzte Gleichung ist daher die Bedingung, dass ein dem 
Parameter g angehöriger Punct auf einem Kegelschnitt, der 
irgend einem Werthe von />' entspricht, ein Berührungspunct 
einer von « ausgehenden Tangente sei. Eliminirt man also aus 
ihr g’ und gA" mit Hülfe der Gleichungen (2) in [131], 

indem man g’ = ^'> g^' = — setzt, so erhält man den geo- 
metrischen Ort aller dieser Beriihrungspuncte: 

+ “J _ 2 = 0, 

und diese Gleichung stellt für veränderliche einen Kegel- 
schnitt dar, der durch die Ecken des Fundamcntaldreiecks 
geht. [102]. Da ihr genügt wird, wenn man 

.T| : Xj : .Vg = a, : a, : 

setzt, BO geht der Kegelschnitt auch durch a. {Saimon U. pl. 
Cvs. pag. 160.). 


Viertor ABsclinitt. 

Hülfssätie über algobraisohe Curven. 

§■ 1 - 

1311 . Eine tkirve heisst von der ;F*'" Ordnung, wenn sie 
in Punctcoordinateii durch eine Gleichung des n'"* Grades 
dargcstellt werden kann. Bedeutet also u entweder eine 
ganze rationale Function n'" Ordnung zweier Parallel - Coor- 
dinaten, oder eine solche homogene Function dreier homo- 
gener Punctcoordinaten , so ist « = ü die Gleichung einer 
Ciirve «. O. 3’ritt dabei der F.all ein, dass die Function u 
in zwei oder mehrere rationale Factoreri zerlegltar ist, so 
besteht die Curve «. 0. aus dem Coniplex zweier oder meh- 
rerer Curven niedrigerer Ordnung. Ist dieser Fall aber nicht 
vorhanden, so heisst die Curve eine einfache Curve n. 0. 

134 . Eine Curve n. O. u — 0 wird von einer Geraden 
iin Allgemeinen in 11 Puncten geschnitten. 
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Beweis. Verbindet mau mit der Gleichung 1 / = 0 die 
einer Geraden A = 0, welche vom ersten Grade ist, so lie- 
fert die Elimination der einen Coordinate eine Gleichung des 
n'"' Grades för die andere Coordinate (oder bei homogenen 
Coordinaten für das Verhältniss der beiden andern Coordinaten). 
Da diese Gleichung genau n Wurzeln besitzt, so erhält man 
zunächst für die eine Coordinate, und, wenn mau dasselbe 
Verfahren für die andere wiederholt, auch tilr diese n Werthe, 
welche den beiden Gleichungen ?/ = 0 und .4 = 0 gleich- 
zeitig genügen. Indem mau sodann, am einfachsten mit 
HiiJfe der Gleichung A — 0, ermittelt, welche Werthe der 
Coordinaten zusammengehöreu, erhält man die Ccwirdinateu 
von n Puncten, welche der Curve 11 = 0 und der Geraden 
A — 0 gemeinsam sind. 

1!I5. Es sind hierbei einige spccielle ITdle hervorzuheben ; 

1) Es können zwei oder mehrere Wurzeln der für die eine 
Coordinate resultirenden Gleichung n'“’" Grades einander gleich 
werden, und diesen auch gleiche Werthe der anderen Coor- 
diuate entsprechen. Dann fallen zwei oder mehrere Durch- 
schnittspuncte der Geraden mit der Curve in einen zusammen. 

2) Es können eine oder mehrere Wurzeln der für eine 
der Coordinaten resultirenden Gleichung ri'"' Grades unend- 
lich gross werden. Daun hat die Gerade mit der Curve einen 
oder mehrere Puncte im Unendlichen gemein. 

3) Es können einige oder alle Wurzeln imaginär aus- 
fallen. Solchen imaginären Coordinaten entsprechen dann 
allerdings keine angebbaren Puncte mehr. Allein da die 
Werthe der Coordinaten dann immer noch algebraisch voll- 
kommen bestimmt sind, so betrachtet man sje auch in diesem 
Falle als zu bestimmten Puncten gehörig, und nennt diese 
imaginäre Puncte. Solche imaginäre Durchschpittspuncte 
können aber nur paarweise vorhanden sein, <la die imaginären 
Wurzeln der resultirenden Gleichungen nur paarweise conju- 
girt Vorkommen können. Eine Curve von ungerader Ord- 
nung wird daher von einer Geraden mindestens in einem 
reellen Puncte getroffen. 

13<». Die im Vorigen hervorgeholienen Fälle bieten 
keine Ausnahme des Satzes [ISdj dar. Eine solche tritt aber 
dann und nur daun ein, wenn die Function 11 einen linearen 
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Factor A enthält. Denn dann hat die Gerade A — 0 nicht 
■ bloss n Puncte, sondern alle Puncte mit der Curve « = 0 
gemein, da diese alsdann aus der Geraden A = 0 und einer 
Curve (n — 1). 0. besteht. In jedem andern Falle aber, wenn 
A nicht ein Factor von u ist, lassen die Gleichungen « — 0 
und .1=0 nur « Aufli)sungen zu. Daher schliesst man: 

137. Wenn eine Gerade mit einer Curve n. 0. mehr als n 
Puncte gemeinsam hat, so macht sie einen Theil dieser Curve aus. 

138. Zwei Curven u = 0, v — 0, resp. von den Ord- 
nungen « und m schneiden sich in ri//i Puncten. Eine Aus- 
nahme dieses Satzes findet nur daun statt, wenn die Func- 
tionen u und V einen ralionalen Factor gemeinsam haben. 
In diesem Falle gehört eine und dieselbe Curve niedrigerer 
Ordnung beiden Curven an, und die letzteren haben dann 
unendlich viele Puncte mit einander gemein. 

Beweis. Die Elimination jeder der beiden Coordinaten 
aus den beiden Gleichungen u = 0 und i? = 0 liefert nach 
[7] für die andere eine Gleichung vom Grade nm. Es giebt 
daher für jede der beiden Coordinaten um Werthe, welche 
den gegebenen Gleichungen gleichzeitig genügen. Indem 
man mit Hülfe der Letzteren ermittelt, welche Werthe der 
Coordinaten paarweise znsammeugehöreu , erhält man die 
Coordinaten von um Puncten, welche beiden Curven gemein- 
schaftlich augehöreu. — Die in [135] gemachten Bemerkungen 
gelten hier gleichfalls. 

139. Bei einer Curve n. 0. « = 0 besteht die t'unc- 

tion «, wenn sie vollständig ist, aus Gliedern. 

Beweis. Bezeichnet man die homogenen t'oordinaten 
mit Xf, Xj, X3 und ordnet die Function u nach Potenzen von 
.Tj, so kann mau der Gleichung 1/ = 0, indem man mit 
eine homogene Function h'‘" Grades von x, und .Xj bezeich- 
net, folgende Form geben 

«0*3" + «h-V‘ + +-•• + «- = f'- 

Dann besteht aus einem Gliede 
!/, aus 2 Gliedern 

“j » ^ » 

M« „ « -f- l „ 
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Im Ganzen ist daher die Anzahl der Glieder gleich 
1 + 2 + 3 + ... + («+!) 
oder gleich [ülhlMl'i?!, (.s’aimon. H. pl. Cvs. pag. 18.) 

140 . Zur Bestimmung einer Curve n. 0. sind — 
Pmicte erforderlich. 

Beweis. Setzt man in die allgemeine Gleichung einer 
Curve n. O. k = 0 die Coordinaten eines gegebenen Pimctes 
ein, so erhält man eine lineare Gleichung für die unbekann- 
ten Coefficienten. Um daher alle Coefficienten bestimmen zu 
können, müssen so viele Puncte gegeben sein, als die Glei- 
chung H = 0 Coefficienten enthält. Da mau nun aber den 
Coefficienten eines Gliedes durch Division zu Eins machen 
kann, so enthält die Gleichung « = 0 einen zu bestimmenden 
Coefficienten weniger als Glieder. Demnach ist die Anzahl 
dieser Coefficienten, imd daher auch die Anzahl der zur Be- 
stimmung der Curve erforderlichen Puncte nach [139] gleich 

_ 1 , oder gleich 

141 . Ein solches System linearer Gleichungen, wie man 
hier zur Bestimmung der Coefficienten erhält, kann von ver- 
schiedener Beschaftenheit sein. Mau erhält bekanntlich die 
VVerthe für die unbekannten Coefficienten in Form von 
Brüchen, welche einen gemeinschaftlichen Nenner haben. 
Seien diese 

J> d’ d’ ' ' ‘ 

Es können nun folgende Fälle eintreten: 1) zl ist von Nult 
verschieden. Dann sind die vorigen Werthe der Coefficienten 
vollständig bestimmt, also auch die Curve. 

,2) J ist Null, aber die Zähler A, B, . .. L sind nicht 
alle Null. Wenn man dann nach Substitution der obigen 
Werthe in die Gleichung u = 0, diese mit ^ multiplicirt, so 
verschwindet aus der resultirenden Gleichung eine gewisse 
Anzahl von Gliedern, .aber nicht alle, weil nicht alle Zähler 
A, B , . . . L verschwinden. Mithin erhält man wieder eine 
ganz bestimmte Gleichung, welche eine ganz bestimmte Curve 
darstellt. 
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9 <) 

.3) Es verschwindet A, und gleichzeitig auch alle Zähler 
A, B, . . . L. Dann werden .sämmtliche Coefficienten unbe- 
stimmt In diesem Falle aber sind die linearen Gleichungen 
nicht von einander unabhängig, und es giebt für die Unbe- 
kannten nicht bloss ein, sondern unendlich viele Systeme von 
Werthen, welche den Gleichungen genügen, ln diesem Falle 
giebt es daher unendlich viele Curven «. ü., welche durch 

die gegebenen Puiicte ” Puncte hindurchgehen. Man 
kann hiernach den Satz aussprechen : 

142 . Durch willkürlich gegebene Puncte lässt 

sich stets mindestens eine Curve «. O. hindurch legen, und 
diese ist daun in der Regel durch die gegebenen Puncte be- 
stimmt; es kann aber auch der Fall eintreten, dass unendlich 
viele Curven n. O. durch jene Puncte möglich sind. 

143 . Durch — 1 beliebig gewählte Puncte gehen 

unendlich viele Curven ».0.; alle Curven «.0. aber, welche 
durch — — 1 Puncte gehen, haben ausserdem noch 

Puncte mit einander gemein, schneiden sich also 
alle in den nämlichen Puncten. 

Beweis. Man kann hier mit Hülfe der gegebenen 
Puncte nur i— — 1 lineare Gleichungen zur Bestimmung 

der Coefficienten der Curvengleichung bilden, also eine Glei- 
chung weniger, als zu dieser Bestimmung erfordert werden, 
daher bleibt ein Coeflicieut unbestimmt, und es giebt mithin 
unendlich viele Curven n. 0., welche durch die gegebenen 
Puncte gehen. Wenn nun « = 0 und r = 0 zwei solche 
( 'nrven sind , so stellt die Gleichung « -}- A i> = 0 für jeden 
Werth von A eine Curve n. 0. dar, welche durch die sänimt- 
lichen Durchschnitte der beiden Curven u und v, und daher 
auch durch die gegebenen Puncte hindurch geht. Aber die 
Anzahl aller dieser Durchschnitte ist [138], also schneiden 
alle Curven, die durch die Gleichung « -|- A *» = 0 dargestellt 
werden können, die beiden n und v ausser in den gegebenen 

n ^ weiteren ri^ — -[- 1 Puncten, und 
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diese letztere Zahl ist gleich 


Hl 


•Jfl* — rt* — 3n 4* 2 — 3« -f' 2 (« — 1) (n — 2) 

Es kuuu aber in der That jede durch die gegebenen 
n(it+.4i — j Pmicte gehende Curve durch eine Gleichung von 

der Form « + A e = 0 dargestellt werden. Denn hebt man 
irgend eine dieser Curven heraus, so kann raun auf ihr einen 
Punct p stets so aunehineu, dass dieser zusammen mit den 
gegebenen Puncten die Curve vollständig bestimmt [142]. 
Dann kann aber auch A so bestimmt werden, dass die Curve 
u -j- A I' = 0, welche jedenfalls durch die gegebenen Puncte 
geht, auch den Punct p enthält. Denn bezeichnen u und v 
die Werthe, welche it und v in p annehmen, so geht die 
Curve « + A y = 0 durch p, wenn «' -f- ^ F = 0 oder 
A = "y ist. [Plücker. Algebraische Curvcu. pag. 8.) 

V 

Es folgt nun aber weiter, dass jede durch die gegebenen 
— 1 Puncte gehende Curve durch die Annahme eines 
weiteren Punctes p vollständig bestimmt wird, sobald der 
diesem entsprechende Werth A = — ^ ein bestimmter ist, 

und dies tritt nur dann nicht ein, wenn u und v gleich- 
zeitig verschwinden, wenn also p ein Durchschnitt der beiden 
Curven h und » ist. Demmich: 

144. Liegen Puncte so, diws zwei Curven h. O. 

durch sie hindurch gehen, so kann man unendlich viele Cur- 
ven durch sie hindurch legen, und alle diese haben mit ein- 
ander und mit den Ireiden gegebenen Curven sämuitliche 
Durch.schiiitte gemeinschaftlich. 

14.>. Ein System von Curven «. ()., die sich alle in 
den nämlichen n- Puncten schneiden, heisst ein Curveu- 
büschcl 7i. 0., und die /P gemeinschaftlichen Durchsclmitts- 
puncto heissen diu Basispuncte des Büschels. ..Jede Curve 
desselben ist nach [143| vollständig bestimmt, sobald auf ihr 
noch ein weiterer Punct gegeben ist. Bedeuten h= 0 und 
V = 0 irgend zwei Curven des Büschels, so lässt sich, wenn 
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mit X ein veriinderlicher Parameter bezeichnet wird, der 
Büschel durch die Gleichung' 

u X V = 0 

darstelleu. Hiermit lassen sich die vorigen Sätze auch so 
aussprechen: 

Alle Curven n. O., welche durch — — 1 Puncte ge- 

hen, bilden einen (Jurvenbiischel ii. 0. [H.'l]. 

Die n- Durchschnittspuncte zweier Curven «. 0. sind 
zugleich die Basispuucte eines Curvenbüschels n. ü. — Ferner: 

146 . Sollen n’ Puncte die Durchschnitte zweier Curven 
n. 0. und daher [145] auch die Basispuncte eines Curven- 
büschels n. 0. sein, so darf man diese nicht alle willkürlich 

wälilen, sondern nur — — 1, d. i. ti^ — ’l) unter 

ihnen, weil nach [143] die übrigen — — — ^Puncte durch 
die ersteren schon mit bestimmt sind. 

147 . Wir wollen die beiden im Vorigen aufgetretenen 
Zahlen mit besonderen Buchstaben bezeichnen ; nämlich es sei 

31, = — die Anzahl der Puncte, welche zur Bestimmung 
einer Curve «. 0. erforderlich ist. 

33, = — — ^ die Anzahl der Durchschnitte zweier Cur- 
ven n. 0., welche nicht willkürlich an- 
genommen werden dürfend 

Dann findet folgende Relation statt, die sich durch Rech- 
nung leicht verificiren lässt: 

31, — 1 — 3t„_p = np - 33„. 

148 . Liegen von den n* Durchschnitten zweier Curven 
;i. 0. (oder den Basispuncten eines Curvenbüschels) ;i p 
auf einer Curve p. 0., Cp (wenn /> < n), so liegen die übrigen 
n(n — p) auf einer Curve (n — p). 0., 

Beweis. Wählt man unter den n {n — p) übrigen Durch- 
schnitten beliebige 31,-,, aus, so kann mau durch diese 
eine Curve — /»). 0., C^p legen, welche mit Cp zusammen 
eine Curve n. 0., {Cp, C„.p) bildet. Diese geht der Annahme 
nach durch np -j- 3l,_p jener Durchschnitte, welche Zahl nach 
[147) gleich (31, — 1) “t" 23^ >sL ist 23/< entweder Null 
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(nämlich für p = 1, oder p = 2) oder positiv, daher 
np 

folglich geht die Curve n. 0. {Cp, C„—p) sicher durch 9(„ — 1 
jener Durchschnittspuncte und daher [143] auch durch alle 
übrigen. Demnach liegen diese entweder auf Cp oder auf 
(7^,,; aber Cp kann nicht mehr als die angenommenen np 
Puncte enthalten [138], daher müssen alle übrigen «(«— p) 
auf Cn~p liegen. U’lücker. Algebr. Curven pag. 12). 

§. 2 . 

149. Sei 1 / = 0 die Gleichung einer Curve n. 0. in 
homogenen Coordinateu, und x und y zwei beliebige Puncte. 
Jeder Punct z auf der Verbindungslinie xij der letzteren hat 
[19] die Coordinaten 

Zi = Xi + Ay,-. (i ■ = 1 , 2, 3). 

Nimmt man an, dass der Punct z zugleich auf der Curve 
« = 0 liegt, so erhält man, wenn man die vorigen Ausdrücke 
in diese Gleichung substituirt, nach [4] 

(1) 0 = «, + A z/, («.) + S («x) + ^ («x) + • • • 

+ h 

und dann gehören die n Werthe von A, welche dieser Glei- 
chung genügen, den n Puucten z an, in welchen die Gerade 
xy die Curve schneidet. Liegt der Punct x auf der Curve, 
so ist Ux = 0 und die Gleichung (1) hat dann eine Wurzel 
A = 0. Man halte nun diesen Punct x fest, variire aber die 
Lage des Punktes y, und gebe diesem solche Lagen, dass 
zly («x) = 0 wird. Dann hat die Gleichung (1) zwei Wur- 
zeln A = 0, d. h. die Gerade xy hat in x zwei Puncte mit 
der Curve gemein, oder diese Gerade berührt die Curve in x. 
Durch die Gleichung z/j, («x) = 0 oder nach [1] 

dx, dxt S*s 

ist die Lage des Punktes y nicht vollständig bestimmt, sein 
geometrischer Ort ist vielmehr eine Gerade, und zwar offen- 
bar die Tangente in x selbst. [Salmon, U. pl. Cva. pag. 62 .) 
Daher folgt; 
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Ist X ein Puiict einer Curve « = 0, und sind y, , j/j, y., 
veränderliche Coordinaten, so ist 


A / \ du I Sn , Sn 

("t) = y. ^ gr. 


= 0 


die Gleichung der Tangente au der Ourve im Puncte x. 

150. Es kann geschehen, dass während der Punct x 
fest gehalten wird, der Ausdruck z/, (wj.) für jede Lage des 
Puncts y verschwindet, was nur möglich ist, wenn der Punct x 
so liegt, dass für ihn gleichzeitig die drei Gleichungen 


tu ^ ^ 




Sr, ' tr, 

stattfinden. Dann hat die Gl. (1) in [149] für jede Lage der 
Geraden xy zwei Wurzeln A = 0, d. h. diese Gerade trifft in 
jeder ihrer Lagen die Curve in zwei in x zusammenfallen- 
den Puncten. In einem solchen Falle geht die (’urve selbst 
zwei Mal durch den Punct x, und dieser heisst daun ein 
Doppelpunct der Curve. Demnach ist die Bedingung da- 
für, dass .T ein Doppelpuuct der Curve u = 0 sei, das gleich- 
zeitige Stattfinden der drei Gleichungen 


Sj^ 

Sr, 


= 0 , 


0 « _ 0 , 


Sr, 


Sr, 


= 0. 


Dieses sind drei homogene Gleichungen zwischen den 
Variabelii x,, .Cj, x^) man kann diese daher aus jenen elimi- 
niren und erhält als Resultat eine Bedingungsglcichuug zwi- 
schen den Coefficienten der Gleichung « = 0. Hieraus folgt : 
Eine Curve n. 0. hat im Allgemeinen keine Dopjielpuncte, 
sondern nur dann, wenn zwischen den Coefficienten ihrer 
Gleichinig eine gewisse Bedingungsgleichung Ijesteht. 

151. Nehmen wir nun au, es sei x ein Doppelpuuct 
der Curve u = 0, sodass sowohl = 0, als auch (t/^) = 0 
ist, letzteres für jede Lage des Puncts y. Nun möge 
dieser eine solche Lage annehmen, dass ausserdem auch 
noch z/’j, (u^) — 0 wird; dann werden in der Gleichung (1) 
in [149] drei Wurzeln l gleich Null; die Gerade xy schnei- 
det also die Curve in drei in .r zusaminenfailcndeu Puncten 
und berührt daher einen der beiden durch den Doppelpuuct 
gehenden Curvenzweige, oder die Gerade .ry ist eine der 
beiden in dem Doppelpuncte stattfindenden n'angenfen. Die 
Coordinaten des Puncts y sind nur der Gleichung 
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uuterworfen ; daher ist y nicht vollständig bestimmt, sondern 
sein geometrischer Ort ist, wie diese Gleichung zeigt, ein 
Kegelschnitt. Da aber für alle diesem Orte angehörigen 
Lagen von y die Gerade xy eine der beiden Tangenten im 
Doppelpuncte ist, so besteht der geometrische Ort des Punc- 
tes y, eben jener Kegelschnitt, aus diesen beiden Tangenten. 
Somit gilt: 

Ist X ein Doppelpunct einer Ciirve it = 0, so ist die 
Gleichung 
(1) 


bei veränderlichen y,- die Gleichung der beiden Tangenten 
in dem Doppelpuncte. 

153. Man kann direct zeigen, dass die letzte Gleichung 
zwei gerade Linien darstellt, wenn x ein Doppelpunct ist. 
Nach dem £«/er’schen Satze [6] ist nämlich, da die partiellen 


Differentialquotienten 
Grade n — 1 sind, 


§x’ bomogene Functionen vom 


(«- 1 ) 


du 

dx, 


dx,* ^ • 


O^u 




d*u 


(n — n = X • -4- X. ~ “ 4- X. 

i l\ I I Ö*M 

dx, ~ dx'^dx^ + dx^cx^ + ^3 dxr 


und diese Ausdrücke müssen verschwinden [150], wenn x ein 
Doppelpunct ist. Wir schreiben die hieraus resultirenden 
Gleichungen etwas einfacher, indem wir uns der IJezcichnung 


d' u _ 
dx^dxu ~ 


bedienen, bei welcher also \thk = Vkh ist, nämlich folgendcr- 
mosseii 

(2) «,„x, + , + !/., 33-3=0 

I “I" ’h'i ”1“ ~ 

Da diese drei Gleichungen zusammen bestehen müssen, so 
kann man aus ihnen 3-,, .r.,, .3-3 elimiviren und erhält als 
Resultat 
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[15-2. 


11 1 

) 

*'|3 

'jl > 

a.., , 

«Z3 

31 I 


•'33 


Dieses aber ist uach [84] die Bedingung, dass der Kegelschnitt 
(1) in [151], dessen Gleichung mit der neuen Bezeichnung 
so geschrieben werden kann, 

(1) («^) = I/,, -f «33 y,’ + 2 a,., y^ y.^ 

+ 2 a.„ y, y, + 2 a,j y, y, = 0 , 


aus zwei Geraden besteht. {Saimon, H. pl. Cvs. pag .06.) 


152". Die aus den zweiten partiellen Differentiahjuo- 
tienten der Function u gebildete Determinante führt nach 
Sylvester (Cambridge und Dublin raath. Journ. VI. pag 186. S. ßallzer 
Theorie und Anwendung der Determinanten, 2. Aiifl. pag. 122J den 
Namen der //mV sehen Determinante und soll in der 
Folge durch //(a) bezeichnet werden, sodass 


H{u) 


«IIJ 

) 

«13 

“21 ) 

*'•22 > 

«23 

«31 . 

«32 > 

«33 


ist. Da jeder der zweiten partiellen Dificreutialquoticnten a>u- 
vom Grade n — 2 ist, so ist //(a) vom Grade 3(n — 2). Be- 
trachtet man darin die Grössen x, als veränderlich, so stellt 
die Gleichung //(a) = 0 eine Curve von der Ordnung 3 (a — 2) 
dar, welche die .^mc' sc he Curve der ursprünglichen Curve 
a = 0 genannt wird. Da die Gleichung // (a) = 0 sich als 
unmittelbare Folge der Gleichungen 


?'L 


= 0 . 


ext 


= 0, = 0 
Cxj 


ergeben hat, so zeigt sich, dass die l’uncte x der Curve a = 0, 
welche Dojtpelpuncte sind, zugleich auf der Hesse'scheu Curve 
//(«) = 0 liegen. Daher gilt: 

Wenn eine Curve a = 0 Doppelpuncte besitzt, so geht 
die Hesse’sche Curve //(a) = 0 durch' die Doppelpmicte hin- 
durch. 

Die Gleichimg //(a)==0 ist zwar eine Folge der Glei- 
chungen = 0 , ^ = 0 , =D, aber diese folgeu nicht um- 

gekehrt aus jener; man darf daher nicht umgekehrt schliesseii, 
dass alle Durchschnitte der Hesse’schen Curve mit der Curve 
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u — 0 Doppeljiuiicte der letzteren sind ; wir haben im Gegeii- 
theil gesehen [150], dass die Curvc « = 0 im Allgemeinen 
gar keine Doppelpuucte besitzt. 

153 . Die beiden Tangenten in einem Doppelpuncte .r 
können auch in eine zusammenfallen; in diesem Falle heisst 
der Doppelpunct x eine Spitze oder ein Kückkehrpunct, 
und die gemeinschaftliche Tangente eine H ü c k k eh r t a n ge n t o. 
Die Uückkehrpuuete bilden also eine specielle Art von Dop))el- 
puncteu.*) In diesem Falle muss der linke Theil der Glei- 
chung (1) in [151] oder [152], welche die beiden Tangenten 
in dem Doppelpuncte dar.stellt, aus zwei gleichen linearen 
Factoreii bestehen, also ein vollständiges (Quadrat bilden. 
Daher mu.ss der Ausdruck 

«I I y I ’ + «25 + «3s ys* + «5.1 y2 ya + 2 «;ii V3 y I + ^ «1 2 y I Ui 

von der Form 

(/>, y, +Pj>y‘j + = t>\‘yx'‘+Ptyi^ + Pi^th^-^-'^v-.ppjiih 

+ 2;>3P,y3y, + 2 

sein. Hieraus folgt 

«I I = /'l S «55 = Pt‘ , «33 = Pi 

«23 - PiPi , «31 = PiP\ . «15 = /'l Pi » 

und daraus 

(«23)* «25 • «33» («31)* ~ «33 • «II» («12)^ ~ «II • «221 

und daun ist 

P\y\ +Pi>Ji + Pi'Ji = All • y> + A22 ■ 'Ji + A33 • ys = 

die Gleichung der Kückkehrtangente. 

154 . Eine einfache Curve n. O., C„ kann nicht mehr 

als ~~ Doppelpuncte haben. (Phicker. Alg. Curvon. 

pag. 216.) 

Beweis. Hätte sie mehr, also etwa ~ — ^ ^ 

*) Kill Doppelpunct kauu auch von der Art sein, dass, obgleich 
er selbst reell ist, die Tangenten in ihm und daher auch die beiden 
durch ihn hindurchgehenden Curvcnzv.'eigo iinaginilr sind. Dieser Full 
tritt ein, wenn die Gleichungen (1) ninl (2) in [Iä2] reell sind, aber der 
linke Theil der erstereu aus zwei imaginären linearen Faetoreii besteht, 
ln diesem Falle heisst der Do]ipelpnnct ein isolirler oder conjii 
girier Punct. 

DuKfxtie, Curvoii ürittor Oniutin;;. 7 
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Dopjiclimiicte, so kömite mau durch diese eine Curve (n — 2). O. 
C „_2 hindurcli lepfen. Da hierzu nach 1140] 

(m — 2) (w — 2 - f- 3) J (n — 2) (n 1) 

2 ~ ' 2’ 

Puncte erforderlich sind, so ist die Anzahl der noch fehlenden 
Puucte gleich 

(w — 2)(«-{-l) (n— !)(» — 2) j (n — 2)(^+ 1 — I) — 2 

Wählt man diese auf der Curve C„, so hätten die beiden 
Curven C„ und erstlich diese n — 3 Puucte und dann 

ilie - ~ 'y™ + 1 Doppeljnincte mit einander gemein. 

Aber da in jedem Doppelpuucte zwei Schnittpuncte vereinigt 
sind , so wäre die Anzahl der Schnittpuncte beider Curven 
gleich n — 3 -f- (n — 1) (« — 2) 2 = (ti — 2) w + 1- Dieses 

aber i.st nicht möglich, so lange C, eine einfache Curve ist, 
denn dann können die Curven C« und C„_s nicht mehr als 
(« — 2)« Durchschnittspuuctc besitzen [138]. {Saimtm. Higher 
pl. Curves. pag. 31.) 

§• 3 . 

155. Wir kehren nun zu den in [149] gemachten An- 
nahmen zurtick , dass nämlich der Punct a' ein einfacher Punct 
der Curve u — 0 sei, und daher die Gleichung z/y(i/,)==0 
für veränderliche i/t die Tangente in diesem Punctc- darstellt. 
Lässt man den l’unct x seine Lage längs der Curve ändern, 
.so kann der Fall eintreten, dass für eine speciclle Lage des 
X und für besondere Lagen von y gleichzeitig z/y(«,) = Ü 
und /4y’(f/j) = 0 wird. Dann ist die Gerade ary iininer noch 
Tangente an der Curve, hat aber in dem Puucte x, ohne dass 
dieser ein Doppelpunct ist, drei Puncte mit der Curve gemein. 
Man sagt dann, die Gerade a;y habe eine dreipu nötige 
Berührung mit der Curve; man nennt ferner einen solchen 
Punct X einen Wendepunet (InHoxionspunct) und die Tan- 
gente in diesem eine W'endotangente. Die Coordinaten y 
mO.s.sen jetzt gleichzeitig den Gleichungen z/y(«j.)=() uinl 
= 0 genügen, und doch sind ihre Werthe nicht voll- 
ständig bestimmt, da ja der Punct y jede Lage auf der Wende- 
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taiigente xy haben kann. Jone beiden Gleichungen können 
daher nicht anders zusammen bestehen, als wenn die in den 
tji lineare Function ein Factor der anderen Function 

zweiten Grades Jy^(ux') ist. Die letztere muss sich also, wenn 
der in Rode stehende Fall eintreten soll, in zwei lineare 
Factoren zerlegen lassen. Die Bedingung dafür ist [152] die 
Gleichung 

Hin) = 0. 

Es ergiebt sich also, dass ein Wendcpunct a; der Curve «=0 
immer zugleich auf der Hesse'schen Curve liegt. 

15(5. Man kann nun aber auch das Umgekehrte zeigen, 
nämlich dass jeder Schnittpunct der Hesse’schen Curve mit 
der Curve «, der nicht ein Doppelj)imct ist, ein VVendepunct 
sein muss. Wir sahen in [152], dass die Gleichung H{u)=(i 

einmal als Folge der Gleichungen ^ = ^ 

auftreten kann; in diesem Falle ist der Durchschnitt x der 
Hesse’schen Curve mit der Curve u ein Doppelpunct. Jetzt 
aber nehmen wir an, dass x nicht ein Doppelpunct, sondern 
ein einfacher Curvenpunct sei. Alsdann stellt die Gleichung 

= 0 

bei veränderlichen y,- immer noch einen Kegelschnitt dar. Von 
diesem lässt sich zuerst zeigen, dass er durch x hindurch geht. 
Denn setzt man x statt y, so erhält man dieses 

aber ist nach [6] gleich n(« — l)Ux und verschwindet, weil 
X auf der Curve « = 0 liegt. Ferner aber berührt der Kegel- 
schnitt = 0 die Curve in x. Denn bildet man, um 

dies zu zeigen, die Tangente desselben im Puncto x, so hat 
man, wenn mit Zj die laufenden Coordinaten der Tangente 
bezeichnet werden, nach [149] mit dem als Function der y, 
zu betrachtenden Ausdruck die Operation vorzu- 

nehmen und die Coordinaten des Berühruugspunctes x statt 
der tji zu setzen. Nun ist nach [2| 

und daher die Gleichung der gesuchten 'rangontc 
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Aber ila nach dem Euler’schen Satze |G] 

ist, so gellt die Gleichung der Tangente des ICegelschiiitts 
über in 

bxt ' *'■* dx, ** ^.T, 

nnil stellt daher |14i>] zugleich die Tangente an der Cnrve 
»/ = 0 dar. A1.SO berührt der Kegelschnitt z/,^(hj.) = 0 die 
Cnrve « = 0 in x. Wenn nun aber der Pnnct x zugleich 
auf der Hesse’schen Curve //(«) = () liegt, so besteht [152] 
dieser Kegelschnitt aus zwei Geraden, und da er ausserdem 
die Curve ti = Ü berührt, so muss die eine Gerade die Tan- 
gente der Curve sein, also die Gleichung = 0 haben, 

und folglich muss jJ,j(u.r) ein Factor von sein. Dem- 

nach verschwinden diese Ausdrücke gleichzeitig, und die 
Gleichung (1) in [149] besitzt drei Wurzeln A gleich Null, 
oder die Gerade xy trifft die Curve in drei zusamnicnfallenden 
Puncten, d. h., der Puiict x, welcher der Annahme nach ein 
einl'aeher Curvenpunct ist, ist ein Wendciiurict. (Sahnvn. H. pl. 
Cv8. pag. 71.) 

157. Hierau.s folgt nun; Die Wendepuncte einer Curve 
11 . O. « = 0, welche keine Doppelpuncte besitzt, .sind die 
Durchschnitte derselben mit der Hesse 'sehen Curve //(«) = 0. 

158. Eine Curve n. O. welche keine Dojijielpuncte hat, 
besitzt 3«(n — 2) Wendepuncte. — Denn die Hesse 'sehe 
Curve ist von der Ordnung 3(n — 2) [152], sie hat daher 
3n(« — 2) Schnittpuncte mit der gegebenen Curve |138|, und 
dies sind die Wendepuncte. 


§■ 4. 

151). Ein Curveupunct p heisst ein X-facher Punct, 
wenn beliebige durch ihn gelegte Geraden die Curve in k 
niit /) zusainnienfallcnden Puncten schneiden, ln diesem Kalle 
gehen k Zweige der Curve durch den Punct p. Die k Tan- 
genten an diesen haben daher k -(- 1 Puncte mit der Curve 
in p gemein, jede andere Gerade dagegen k Puncte. 

HiO. Enthält die Gleichung einer Curve «. O. in homo- 
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geiiei» Coordiiiatfü ,,.» 3 , x, eine der letzteron, z. D. x^ nur 
in der (11 — Potenz und niedrigeren Potenzen, so ist die 
Ecke /// (x, = 0, X, = 0) des Fundamentuldrcieckes ein 
Ä-t'aeher Punet; und umgekehrt. 

Rewei.s, Ordnet man die Gleichung der Curvc nach 
I’otejizen von .t:.,, so wenlen die Coefficienten homogene Func- 
tionen von X| und Xj. Bezeichnet man eine solche, wenn sie 
vom Grade A ist, mit »u, so heisst das Glied, welches x,’’ ent- 
hält, t',_r .r/, weil alle Glieder von der n'“' Dimension sein 
mfissen. Der Annahme nach ist daher die Gleichung der Gurve 
von folgender Form: 

+ . . . -f = 0. 

Ist nun Xj = gx, die Gleichung einer heliehigen durch die 
Ecke y// gehenden Geraden, so erhält man die Durchschnitte 
derselben mit der f'urve, wenn man in die vorige Gleichung 
g.r, für .r., substituirt. Alsdann reducirt sich v/, auf die Form 
wo ti/, eine Constante ist. Daher wird dann die vorige 
Gleichung 

rt*x,*X 3 "-* + nc+,x/+'x/-*-‘ -f . . . + rt„x," = ü, 

und diese giebt die n Werthe von — an, welche den n Durch- 

schnitten der Curve mit der Geraden .Kj = g.r, zugehören. 
Dividirt man aber mit x,”, so erhält man 



und diese Gleichung hat k Wurzeln gleich Null, ln dem 

Puuete .r, = 0, .Cj = 0, liegen also k Durchschnitte der Ge- 
rade X, = gx, mit der Curve vereinigt. Da aber diese Gerade 
beliebig gewählt werden kann, so ist nach [lö'dj die Ecke /// ein 
A-facher Punet der Curve. — Das Umgekehrte ergiebt sich 
unmittelbar, denn hätte die Gleichung eine andere Form, so 
wäre die Ecke 111 nach dem eben Bewiesenen ein mehrfacher 
Punet von anderer Ordnung als der A*". (StUmon. 11. pI. Cvs. 
pilg. 30.) 

K>1. Wenn ein Punet als ein A-facher einer Curve n. O. 
gegeben ist, so zählt derselbe bei der Bestimmung der Curve 

durch Puncte für einfache Puuete. 
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BeweiH. Legt man die Ecke UI des Fuiidamciital- 
dreieekes in den /.-fachen I’unct, so fehlen der (ileiebuug der 
Ciirve nach flGO] die (llieder 

welche l-f-2-|-3-f- ... k = üoeflielenten ent- 

halten. Mau braucht daher nach [140] zur Bestimmung der 
vorhandenen Coefficienten ausser der Ecke III nur noch 
n(n + .s) — k(k^ 1) kennen, und ebenso viele würden 

noch erforderlich sein, wenn statt des A-fachen Punctes " 
einfache Puncte gegeben wären. (Salmun. H. j>l. Cv». pag. 33.) 

1G2. Hut eine Curve n. 0. in der Ecke III (x,==0, .Cj=0_) 
des Fundauientaldreieckes einen X-fachen Puiict, sodass ihre 
Gleichung nach [IGO] in der Form 

(1) -f- fx+i.c,“-*-' -f- . . . -f r, = 0 

dargestellt werden kann, so drückt die Gleichung cx == 0 die 
k in dem A-fachen Puncte stattfindeuden Tangenten aus. 

Beweis. r*=0 ist eine homogene Gleichung A-'*’" Grades 
zwischen den Coordinaten .r, , .Tj, daher enthält sie nur eine 

V^ariable, , und lässt sich also in k lineare Factoreu zer- 

’ -»-i 

legen. fSie stellt daher A Gerade dar, welche durch den 
Punct /// hindurch gehen. Ist eine der Wurzeln der 

H'l fi 

Gleichung t'* = 0, so ist w.i'i — «.r, = 0 eine jener Geraden. 
Substituirt man nun in (1) den Werth .r., = .r, , .so erhält 
man eine homogene Gleichung zwischen .r, und .r,, welche 
die Wierthe von — liefert , die den n üurchschuitteu der Ge- 

raden m.r, — n.r, = 0 mit der Curve zugehören. Durch diese 
Substitution erhält v* den Werth Null, weil w.r, — einer 
der Factoren von i’x ist, jedes andere r* aber reducirt sich 
auf die Form Ax.c,*, avo eine Constante ist. Man erhält 
daher 

/'*4i.r|*+‘.r3*-*-‘ -f fex 4 .sa:,*+ 2 .r .,"-*-2 *,.r,"=0, 

und nach Division mit .r^“ 
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*‘+> (l;) + (;’) + ••■ + *'• fe) = 

Diese Gleichunff aber hat A + 1 Wurzeln - gleich Null, 

<1. h., die Gerade m.v, — «.r.j = 0 schneidet die Curve im 
Puucte Xj = 0, .Kj = 0, in A -f- 1 zusammeufallenden Punc- 
ten und ist daher [15'JJ eine Tangente in diesem Puncte. 
{Snlmun. U. pl. Cvs. png. 30.) 

1()3. Als specielle Fälle sind dabei hervor/uheben : Bei 
der Gleichung 

rt.T|.T3"~‘ -j- + . . . + l’„ = 0 

bcrülirt die Gurvo die Seite .r, = 0 in der Ecke ///. 

,tx^XJX^'-^^ i\x.^‘<-^ -I- ... -I- n, =0; 
die Ecke III ist ein Doppelpunct, und die Seiten .|•l=0, .Vj=^ 
die Tangenten in dem Doppelpuncte. 

o.r,’x3"-ä 4- -I- ... 4- y, = 0; 

die Ecke III ist ein RQckkehrpunct, und .r, = 0 die Ilück- 
kehrtangente. 


§. ö. 

Hat eine (hirve n. 0. k == 0 einen Doppelpunct d, 
so hat ihre Hesse’schen Curve //(«) = 0 in rf ebenfalls einen 
Doppelpunct, und beide Curven haben das Tangentenpaar in 
d gemeinschsiftlich. 

Beweis. Nimmt man die beiden Tangenten in d als 
zwei Seiten x, =*= 0 und Xj = 0 des Fundameiitaldreieckes, , 
so hat die Gleichung der Curve « = 0 nach [163| folgende 
Form : 

» = .1-, Xj.r ,"-* 4- eiXj"-» 4- ... 4- I», = 0. 

Bei der Bildung von //(«) braucht man nun nur diejenigen 
Glieder zu berücksichtigen, welche in Beziehimg auf x, und 
.t, die niedrigste Dimension haben. Man erhält durch Diffe- 
rentiation 

«1 1 == •»•.l""" + • • • «j:. = (« - 2).4-| * 3"-® 4- ■ • ■ 

«22 = ^ *3""® + • • • «II = («— 2)Xj.r3«-3 4- . . . 

«33 = (n— 2 )(n— 3 )x,XjX 3 "-‘ 4 -... = Xj”-» 4- . . . 
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Entwickelt niiui nun dicte Deteriniuante und licrüek«iclit%t, 
(lass und j in Hezieliung auf a‘, und .r, von der ersten 

Dimension sind, so iiberzeujft man sich leicht, dass die meisten 
(ilieder nicht unter die .'i'*' Dimension in a-, und .»-j herah- 
sinkeii, und dass nur folgende die 2" enthalten: 


(h 2)’.r,.fja:,3"-’*, — (n — 2)(* — ;}).r, 

(« — 2)^a:,.r5.r,»"-«. 

Die Summe dieser letzteren hat den Coefticienten 
2 ( « -2)’- («— 2)(«-;J)= («— 21(2« -4— n+3)= (« - 1 )(« - 2), 
daher erhält die Gleichung der llcsse'schen Curvc, wenn mit 
r* ähnliche Ausdrücke hezeichnet werden, wie früher mit v/,, 
folgende Eorm 

//(„) = („_l)(„_2).r,.r3.r33«-*+ r3.r33-o + ... + = 0. 

Diese ist von der Ordnung 3« — (i, enthält aber .r., höchstens 
in der Potenz 3« — S, daher ist | ItiO] die Ecke ■r,=0, a’j— tl 
ein Doppelimnct, und das 'l’angeutenpaar in diesem hat nach 
[162J die Gleichung 

(„ _ 1) (« _ 2)j-,.r3 = 0,. 

besteht also aus den beiden Geraden .t, = 0, = 0. {Sahwu. 

U |»1. Cvs. paj». 73.) 

1G5. Wenn eine Curve ;i. (). tt — t) einen Rückkehr- 
punct r besitzt, so hat ihre Hesse sehe Curve //(«) = 0 in r 
einen dreifachen Punct und zwar der Art, dass von den drei 
Tangenten desselben zwei mit der Rückkehrtangente der 
Curve u—0 zusammenfallen. 


Beweis. Legt man die Ecke /// des Fnndameutaldrei- 
eckes in r hinein und lässt die Seite x, = 0 mit der Rück- 
kehrtangente znsammenfullen , so heisst die (ileichung der 
Curve n — 0 nach [163] 

u = .r,Cr3'-* + i’aXj—ä + . . . + r, = 0. 
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Bildet mau uuii, wie iu [164] die Determinante //(«), indem 
man mir die Glieder hinschreibt, welche iu j', und .r, die 
niedrigste Dimension haben , so erliält man 


//(,/)=! 

I 


..v- 




' + 




2 ) X, 


dx,' 


X," 


‘ + • • • , (« - 3 ) 


X,— 
rx, ‘ 


+ ••• 
+ .... 




Hierin sind »ud in Beziehung auf x, und Xj von 

der ersten, aber von der zweiten Dimension, daher sinken 
’ cx, ’ 

die meisten Glieder der Determinante in x, und x.j nicht unter 

die 4'^ Dimension hinab, und nur folgende sind von der3'‘": 

2(„ _ 2) (n - 3)x,» g X 3 *-», - 4 (« - 2)^x,’ x,^-», 

bei welchen die Summe der ( 'oefficienten gleich 
2(« — 2)(n — 3) — 4(n - 2)’ = 2(n — 2)(n _ 3 — 2» + 4) 
= _ 2(n — 1) (n — 2) 

ist. Die üesse’sche Curve erhält hiernach die Gleichung 
//(«) = - 2(n - 1) (« - 2) X,’ 

+ + . . . + Fa,.« = 0. 

Diese ist von der Ordnung 3n — 6, aber X;, kommt höchsten.s 
in der Potenz 3n — 0 vor, daher [160] ist die Ecke r ein 
dreifacher Punct, und [162] die drei Tangenten in diesem 
Puncte werden durch 

dx,’ — '' 

dargestellt, so dass zwei derselben mit der Rück kehrtangente 
X, =0 der Curve u == 0 zusammenfallen, und die dritte die 

Gleichung == 0 hat. {Snimo« H. pl. Cv». pag. 71.) 

166. Bildet eine Gerade einen Theil einer Curve ti. (). 
1 / = 0, so bildet sie auch einen Theil der Hesse’schen Curve 
//(«) = 0 . 

Beweis. Nimmt mau die Gerade zu der Seite .c, =0 
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Jes Fuiuliuueiitaldreiecks, so kann man die linke Seite der 
Gleicliuuj' der Curve « = 0 schreiben 


tl == XfV, 

worin v eine Function (n — I). 0. bedeutet. 

Cu I dt) e)u ?v du 

djr, ^ cla-,’ csct Sz-j’ C.«J 

und es wird 


Dann ist 


.T 


I 


F7,’ 


1.1 I I du I I 


//(«) 


/ 

I c-r, 

I 

dx. 


+ .r, r,„ 


.Cj Pjj, 


x,v. 


I'' 2 S I 


X.V 




ZcrlCfft man diese Determinante nach den Elementen der 
letzten Coluiune in zwei Summanden, so erhält man 


j 

! 9 de 
\ dx, 

+ 

.r. 

^'11 ) 

dv 

CiTf 

+ 


1 *^12' 

Sb 

dx. 

//(«) = 

dv_ 

dx. 

+ 

•‘•1 

*’|2) 




*'22 ) 

0 

i 

1 Sb 
1 dx. 

+ 

•»1 

*’|3) 




1 "32 ) 

0 ; 
1 


9 Sb 

“ CXx 

+ 

X, 

«’lD 

dv 

dJTj 

+ 

X, 

*^I2> 

X| 1^13 t 

+ 1 

de 

dx. 

+ 

X, 

*'|2> 



•^1 

t’j2, 

X, r,3 

1 

1 

Ce 

dx. 

+ 


»’13» 



X, 

*'.12 ) 

•>^1 »’:.3 


•letzt aber enthält jeder der beiden Summanden den Factor 
.r, , denn man erhält 




dv 


+ XfV 


(JV 

dv . 

g— -r-»-|"l3» ''32 


12) ^'3? 


+ 


o d« 

dx, 

ii 

dxf 

Sb 

i dx. 


+ •»'i'i 


dv 

+ -^1 

”l2) 

"|3 


X, 

"22) 

"23 

'13; 

X, 

"32) 

"33 


I 
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und daher bildet die Gerade x, = 0 auch eineu Theil der 
•Hesse'seheii Curve //(;<)= 0. 

167. Wenn eine einfache Curve n. 0. d Doppelpuncte 
und p Ilückkehrpuncte besitzt, so ist die Anzahl ihrer Wende- 
puncte gleicli 

3 n (n — 2) — 6 d — 8 p. 

(Plücker. Algetir. Curven. pag. 2ii8.) 

Beweis. Wenn die Curve «. O. k = 0 keine Doppel- 
und Rückkehrpuncto hat, so sind [157J ihre Hchnittpuncte 
mit der Hesse’schen Curve zugleich ihre Wendepuncte, und 
deren Anzahl ist dann 3«(« — 2) [158]. Kommen aber Dop- 
pel- oder Rilckkehrpuncte vor, so geht die Hesse’sche Curve 
auch durch diese [152], [153]; die Anzahl der Wendepuncte 
ist daher dann um so viel kleiner, als die Anzahl derjenigen 
Schnittpuncte der Curven ii = 0 und H(ti) = 0 betrügt, welche 
sich in den Doppel- und Rilckkehrpuncten befinden. Nun hat 
die Hesse’sche Curve nicht allein in jedem Doppelpuncte selbst 
einen Doppelpunct, was vier Schnittpuncte geben würde, son- 
dern beide Curven haben hier auch die Tangenten gemein- 
schaftlich [164], daher schneidet jeder Zweig der Hesse’schen 
Curve die Curve u = 0 in drei Pimcteu, und folglich sind 
in jetleui Doppelpuncte 6 Schnittpuncte vereinigt. In einem 
Rückkehrpuncte hat die Hesse’sche Curve einen dreifachen 
Punct, und zwei Tangenten fallen mit der Rückkehrtangente 
zusammen [165], daher schneiden zwei Zweige der Hesse’schen 
Curve die Curve u = 0 jeder in drei, und der dritte in zwei 
Puncten. Im Ganzen sind daher in jedem Rückkehrpuncte 
8 Schnittpuncte vereinigt. Die ursprüngliche Anzahl der 
Wendepuncte wird daher für jeden Dojipelpunct um 6, und 
für jeden Rückkehrpunct um 8 Einheiten vermindert. (Snimnn. 
11. pl. Cvs. pag. 73.) 


§. 6 . 

168. Legt man durch einen festen Punct x als Pol eine 
Transversale /i, welche eine Curve n. 0. u = 0 in den Puncten 
iC), ;(»), . . . j:(”) schneidet, und ist y irgend ein anderer 
Punct auf der Transversale A, so soll unter dem Zeichen 
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in welcliPiu das Siininiunzeicheu sich auf den oberen Iudex h 
l)ezielif, diu Suninie der Conibiimtioneu r“' (,'hisse, die aus 

.(*» 

den n Absclinittverhiiltuisseu gebildet, werden können, 

verstanden werden. Setzt man nun = — xy, und 

stellt die Gleichung 


( 1 ) 


- 2(^). 


auf, so ist diese in Beziehung auf den Abschnitt xy vom 
r"’" Grade, daher giebt es auf der Transversale r l’uncte y, 
welche dieser Gleichung genügen. Jeder dieser l’uncte heisst 
ein harnionisehes Centrum vom Grade r für den 
Pul X und in Bezug auf die n Durchschnitte der 
Transversale .t mit der Cur ve « — 0. {JonqtiUreit. Memoire 
8ur la th^oric Hes polos ct polaires. Lioiiville Joiirn. 2. Serie, Tome 2. 
1857. pag. 200 . Crcmvna, art. II.) Lässt man ferner die Transver- 
sale A sich um den Pol x drehen und denkt sich bei jeder 
Ijage derselben die harmonischen Centren r‘‘" Grades bestimmt, 
so heisst der geometrische Ort derselben die (n — r)'‘ Polare 
des Polos X in Beziehung auf die Curve «=0. (Gniss- 
numn. Theorie der Centralen. Crclle's Joum. Bd. 24. pag. 270. Cre- 
muna urt. 68.) 

Itil). Die (n — r)'' Polare eines Poles x bezüglich einer 
tlurve n. O. u — 0 ist eine Curve von der r"^" Ordnung, und 
ihre Gleichung lässt sich bei veränderlichen y,- in den Formen 
= 0 oder = 0 

darstellcn. 


Beweis. Da jeder der Puncte z mit den Puncten x,y 
auf der nämlichen Geraden A liegt, so kann man nach [I!1J 
setzen 


Zi = Xi + hji {i — 1 , 2, 3), 

und dann ist 

( 1 ) 

worin k zwar einen willkürlichen Factor bedeutet, der aber 
für alle Puncte z den nämlichen Werth haben darf. 
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Substituirt man diese ('oordinaten, da i auf der Curve 
// = 0 liegt, in diese Gleichung, so erhält man nach [4] 

i/j: -f- A (i/,) 4- I; («x) + . • • 

+ r, + ■ • • + f, 

oder, indem man mit i“ dividirt, 

(})■- +(ir^.w+(ir -'!'’+ ■■■ 




0 . 




Die « Wurzeln A dieser Gleichung gehören den « Durch- 
schuittcn z der Transversale // mit der Curve an. Bezeichnet 
inan denjenigen W^erth von A, welcher dem Puncte i*** ent- 
sjiricht, mit A<*>, so erhält man aus (1) 

k 






und dadurch geht die Gleichung welclier 

die harmonischen Centren ;/ bei jeder Lage der Transversalen 
/I genügen müssen, über in 

2(P.). = "’ 

welche sich, da alle Glieder den Factor enthalten, auf 
reducirt. Da aber hierin die n Wierthe von 




die Wurzeln 


der Gleichung (2) sind, so folgt aus dieser, dass die Coor- 
dinaten der Puncte y der Gleichung 

= 0 

genügen müssen. Dreht sich nun die Transversale um den 
Punct X, so stellt die vorige Gleichung bei veränderlichen y,- 
den geometrischen Ort der harmonischen Centren y, also die 
(« — f)''" Polare des Pols x dar. Nach [5] hat man identisch 

4"y) 
r)l ' 




(n ■ 


I 
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(Inher kann die (n — r)'‘ Polare des Pols x auch durch 
(Wy) = 0 dargestellt werden , welche , wie die vorige 
Gleichung, in Beziehung auf die veränderlichen y, von der 
r"’ Ordnung ist. (Kalmon. H. pl. Cvs. pa». 55.) 

170. Die letzte Bemerkung zeigt, dass die Gleichungen 

= 0, z/x"-- (l/y) = 0 

nicht allein hei veränderlichen y,- die (n — r)'^ Polare des 
Pols X darstellen, .sondern <las.s dieselben Gleichungen bei 
veränderlichen Xt auch zugleich die r“ Polare des Pols y aus- 
driieken. 


171. Unter den verschiedenen Polaren eines Pols x be- 
züglich einer Curve n. O. «=0 sind besonders hervorzuheben: 
Die (n — ])'*■ Polare, welche eine Gerade ist und daher die 
gerade Polare heisst. Ihre Gleichung ist bei veränder- 
lichen tji 


^ f \ C H t tt 

M»-) = .'/i + yj g - + y, = 0.- 


S(jda.in die (n — 2)" Polare, welche ein Kegelschnitt ist und 
daher die conische Polare heisst. Jhre Gleichung ist bei 
veränderlichen yj 


■= »11^1^ + 4- 

+ ^i/jiVay, + = 0. 

Ausserdem bemerke man, dass die Gleichung 


(«x) = 0 

bei veränderlichen .r, zugleich <lie erste Polare dos Pols y dar- 
stellt, welche eine Curve (« — 1) O. ist. 

172. Liegen zwei Curven O. so, dass ;/ Durchschnitte 
ilerselben auf einer Geraden und n Durchschnitte auf einer 
anderen Geradeji /I sich befinden, so ist die gerade Polare 
des Durchschnittsj)unctes x der Geraden A und li in Be- 
ziehung auf jede der beiden Curven eine uud die nämliche 
Gerade. 

Beweis. Die gerade Polare ist nach [Ui8J der geome- 
trische Ort des harmonischen Centrums ersten Grades für den 
Pol X und in Beziehung auf die n Durchschnitte einer durch 
X gehenden Transversale mit der Curve. Auf jeder dieser 
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Transversalen ist aber das harmonische Ceutrum ersten Grades 
ein einziger durch die n Durchschnitte und den Pol x voll- 
kommen bestimmter Punct; und, da die gerade Polare eine 
Gerade ist [171], so ist sie durch zwei Lagen der Transversale 
Iwstimmt, indem sie die diesen beiden Lagen zugehörigen 
harmonischen Centren verbindet. Wenn aber die Transversale 
mit einer der Geraden A oder D zusammenfüllt, so sind ihre 
Durchschnitte mit der einen Gurve die nämlichen wie mit der 
anderen Curve, daher sind auch auf jeder von beiden Geraden 
die harmonischen Centren in Bezug auf beide Curven diesel- 
ben, und also auch deren Verbindungslinie. {Saimon. H. pl. Cve. 
pag. .M.) 

173 . Geht die (« — r)'' Polare eines Pols x in Bezug 
auf eine Curve «. O. u = 0 durch einen Punct //, so geht die 
C' Polare des Pols y in Bezug auf dieselbe Curve «. 0. durch 
den Punct x. 

Beweis. Bedeuten s,- veränderliche Coordinaten, so ist 
nach [170] 

= 0 die (/I — r)" Polare von x 
^."-'■(«y) = 0 die f" Polare von y. 

Geht die erstere durch den Punct y, so ist = 0. Nach 

[5] aber ist identisch 

r! (ri — r)! ’ 

wenn also z/y'' («^) verschwindet, so verschwindet auch 
d. h., der Gleichung der r''* Polare von y wird 
gctiiigt, wenn man die Xi statt der Zi setzt, oder diese Polare 
geht durch x hindurch. 

174 . Die r" Polare eines Pols x in Bezieliung auf die 
Polare desselben Pols bezüglich einer Curve n. O. n = 0 

ist zugleich die (r «)" Polare desselben Pols bezüglich der 
Curve M = 0. 

Beweis. Bei veränderlichen y,- ist z/^*(i/y)=(> nach 
[170] die s" Polare von x bezüglich m. Tn Bezug auf diese 
hat die C*' Polare von x die Gleichung 

Nach [3| aber ist diese Gleichung identisch mit der folgenden 
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= 0 , 

welche die (r + s)" Polare von x darstellt. 

176. Die r“ Polare eines Puls x in Uezu^ auf die s'' 
Polare eines Pols x' bezüglich einer (Jurve n. O. n = 0 ist 
identisch mit der s"" Polare von x in Bezug auf die r'' Polare 
von X bezüglich der Curve « — 0. — Denn bei veränder- 
lichen !/i wird die erstere durch ’ (i/j,)) = P, die letz- 
tere durch {Uy)') = 0 dargestellt. Nach [3] aber 

sind diese beiden Gleichungen identisch. 

17(1. Die gerade Polare eines Puncts x, der auf der 
Gurve n. 0. u = 0 liegt, auf welche die Polare sich bezieht, 
i.st die Tangente an dieser Curve im 1‘uucte x. — Denn die 
Gleichung der geraden Polare von x, welche nach [171] 
lautet: 


( 1 ) 


011 , Cu 

!/, o- + Vi 


+ ya£ = 0. 


^ ■'2 

stellt, wenn x. auf der Curve « liegt, nach [149] zugleich die 
Tangente an « in x dar. {Saimoa, 11. pl. Cvs. jiag. 59.) 

Ist aber x ein Dopjtel- oder UUckkehrjmnct der Curve »/. 
so ist seine gerade Polare bezüglich u ganz un bestimmt. — 
Denn für einen solchen Punct x ist nach [1.60] und [153] 

=0, =0, = 0 und daher die Gleichung (1) für 

f-.r| c 


alle Werthe der y,- erfüllt. 

177. Liegt ein Punct x auf einer Curve w. ()., k — (I, 
.so gehen die Polaren aller Ordnungen dieses Puncts bezüg- 
lich derselben Curve durch den Punct x und berühren die 
Curve in diesem Puncte. 

Beweis. Die r'*' Polare von .r hat [170] bei veränder- 
lichen (/,' die Gleichung 


Setzt man in dem linken Theile x statt y, so ist [GJ 
^x' (iix) = «(« — !)... (n — r-fl) Ux, 
und dies verschwindet, weil x auf der Curve « liegt; daher 
geht die Polare durch x hindurch. Um ferner die Tangente 
a)i der Polare in x zu bestimmen, hat man nach [149], wenn 
<lie laufenden Coordiiiaten der Tangente mit bezeichnet 
werden, mit dem als Function der y, zu betrachtenden Ans- 
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druck (j/j,) die Operation voraunehnien, und dann .r 
statt y zu setzen. Nun ist [2] 

C^x’- («v)) = 

und daher die Gleicliung der Tangente in x au der Polare 



Da die Functionen aber homogen vom Grade n — 1 sind, 
so ist [fij 

und dadurch verwandelt sich die vorige Gleichung mit Unter- 
drückung des constanten Factors in 


_U - 

' 0*1 ‘ '■* 0*2 ' 0.'j 


= 0 . 


Dieses aber ist [149) zugleich die Gleichung der Tangente 
in X an der Curve ti = 0, und daher haben diese und die 
Polare in x eine gemeinschaftliche Tangente. 

178. Geht die Polare irgend einer Ordnung eines Puncts x 
in Bezug auf eine Curve n. 0. « = 0 durch diesen l’unct x 
hindurch , so liegt x auf der Curve u = 0. 

Beweis. In diesem Falle wird die Gleichung der r"" 
Polare dx''{v,j) = 0 erfüllt, wenn man a: statt y setzt; es ist 
also z/j.’’ ( mj.)= 0; aber da |t5] z/x’’ (Uj:) = n(’i — !)...(« — r-)-l)Kx 
ist, so ist dann auch = 0, d. h., x liegt auf (/. 

179. Hat eine Curve «. 0. « = 0 einen Doppelpunct x, 
so gehen die ersten Polaren (von der Ordnung it — 1) aller 
Puncte der Ebene durch ihn hindurch. 

Beweis. Die Gleichung der ersten Polare eines Pols y 
kann bei veränderlichen Xi nach [171] in der Form 


0« 

geschrieben werden. 


+ ^2 


du 




0*2 0J 

Ist aber x ein Doppelpunct, .so ist [l.%] 


g“ = 0, = 0, ^ == ü, daher wird die vorige Gleichung 

für diesen Punct erfüllt, wo auch y liegen mag. 

180. Hat die Curve n. 0. « = 0 einen Rückkehrpunct, 
so gehen die ersten Polaren (von der Ordnung n — 1) aller 


PvKfetiK, Cunrcii <lritt«r Ordnung. 


a 
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Pmiete der Ebene diiroii ilm hindurch und l>erühreii in ihm die 
Ilüekkelirtangente. 

Beweis. Legt man die Ecke .r, = u, ,r._, = (> des Fun- 
damentaldrciecks in den l?ückkel)r|iunct und die Seite .r, =0 
in die Rückkehrtangente, so kann [IGl’d die Gleichung der 
Ourve in der Form 


n = .r,- .r/ ' - + i’., .r/-’ -j- . . . -f- == 0 

geschrieben werden. Daraus folgt 


m n , 

= 2.I-. a-J 
fix, ' •’ 

8«. ^ ^ ^ „ 
rx, Cx, ' •' 


^ •r.,--'* + ... 

‘ Cx, •’ ' 


CU 

f^x. 


== («—2) a*/ + • • • 


Multiplicirt man diese Ausdrücke mit y, , y, , y., und addirt, 
so erhält [1T1| die Gleichung der ersten Polare des Pols y 
bei veränderlichen av die Form 

2y,x, X.,*-» 4- / j a-.,”-3 + . . . -I- r. = ((. 

Euch [163] geht daher diese Polare, wo auch y liegen mag, 
durch die Ecke .r, =0, .r, = 0 und berührt die Seite .r, = 0. 
{Satmon, H. pl. Cvs pag. Gn.) 


181 . Die conische Polare eines Doppelpuiicts .r ist das 
Tangeutenpaar in diesem. Denn die Gleichung der eoni- 
schen Polare eines Puncts .r bei veränderlichen y,-, nämlich 

[171], stellt, wenn .r ein Doppelpunct ist, nach 
[l.'rl] zugleich das Tangeutenpaar in diesem dar. 

182 . Legt man aus einem Puncte y 'J'angenten an eine 
Curve n. 0. u—0, so geht die erste Polare des Puncts y 
durch die Beriihruugspuncte. 

Beweis. Ist a- einer der Borührungspuncte, so ist [176] 
die Tangente in diesem Puncte die gerade Polare von .v in 
Bezug auf u. Da diese durch y geht, so geht [173] die erste 
Polare von y durch ,r. Und umgekehrt gilt: 

183 . Ist .»■ ein Durchschnittspunct der Curve « = 0 
mit der ersten Polare eines Puncts y, und nicht zugleich ein 
Doppel- oder Rückkehrpunct der Curve i/ = 0, so geht 'die 
Tangente in x an der Letzteren durch y. Ist aber .r ein 
Doppel- oder Rückkehrpunct der Curve u = 0, so geht zwar 
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die erste Polare von ;/ nach |l79j mul |180] auch durch .t, 
aber die gerade Polare von x ist dann [ITC] ganz unbestimmt 
und fällt nicht mit einer der Tangenten in x zusammen. 
Hieraus 

184. Wenn eine (..'urve i/ — (> keine Doppel- oder lliick- 
kehrpuncte besitzt, so sind die Durchschnitte der ersten Po- 
lare eines Puncts y mit der Curve h = 0 zugleich die be- 
rühruugspuncte aller aus y au die Curve « = 0 gehenden 
Tangenten. 

18». Ati eine Cnrve n. ü. «==<•, welclie keine Doppel- 
oder RQckkehrpunctc besitzt, können aus einem beliebigen 
Pnncte y der Ebene n {n — 1) Tangenten an die Curve ge- 
legt werden. — Denn da die erste Polare jedes Punctes y 
eine Curve (h— 1). O. ist, so schneidet sie die Curve w = 0 
in « (« — 1) Puncten [1.38]. 

18(5. Die Zahl, welche angiebt, wieviel Tangenten aus 
einem beliebigen Puncto an eine Curve gehen, heisst die 
(Tasse der Curve; daher ist eine Curve n"' Ordnung ohne 
Doppel- und Ilückkchrpuncte von der n(ji — 1)'''" Clas.se. 

187. Liegt der Punct y auf der Curve u selbst, so be- 
rührt seine erste Polare die erstero in y [177]; es fallen also 
zwei Durchschnitte beider Curveu in y hinein. Man sieht 
daher die in y stattfindende Tangente an der Curve i/ als 
aus zwei zusammenfallcnden Tangenten bestehend an. Diese 
Ansicht ist um so mehr gerechtfertigt, als man eine Curve 
nicht allein als den geometrischen Ort eines veränderlichen 
Puncts betrachten kann, sondern auch als die Einhüllende 
einer veränderlichen Geraden. Alsdann tritt ein Punct der 
Curve als der Durchschnitt zweier unendlich naher oder zu- 
.sammenfallender Tangenten auf.*) Demnach: 


*) Wenn in einer Gleicluing des n>‘« Grades die Variabein nicht 
als Punct-, .sondern aU biniencoordinaten aul'gefasst werden, so stellt 
die Gleichung eine Curve dar. welche als Einhüllende einer Geraden 
auftritt und von der n«'" C'lasse ist. Dann folgt ähnlich wie in [138], 
dass zwei Curven resji. von cler hi'''» und n"" Chasse, welche nicht irgend 
einen Theil mit einander gemein haben, mn gemeinschaftliche Tangen- 
ten besitzen. Analoge Betraehtimgcn , wie die in [149] ö'. augestellten, 
zeigen ferner, dass an die Stelle der Doppelpuncte Doppeltangenten 
treten, und an die Stelle der Kückkehrpunctc VVendetangenten, sodass 

Ö* 



116 


HiilfsHiltzo 


Ans eiiK'ni Puiicte y, welcher auf einer Curve fi. 0. ohne 
Doppel- oder Rückkehrpuncte Hegt, gellen ausser der in ij 
stattfindenden Tangente noch w(n — 1) — 2 Tangenten an die 
tkirve. ^ 

188. Itesitzt eine Curve «. O. d Do])pel|)iincte und p 
Kiickkelirpnncte, so ist ihre Classe gleich 

«(;/ — 1) — 2ä 3p. 

(Plürker. Algcbr. Curveii |iag. 208.) 

Bew'ois. Da die erste Polare eines Puncts ;/ durcli 
sämmtliche Doppel- [179] und Rückkehrpuncte [180] geht, 
ohne dass die Tangenten in diesen Puncten durch ;/ gehen 
[183], so wird die ursprüngliche Classe n(n — 1) der Curve 
um so viel vermindert, ats die Anzahl derjenigen Schnitt- 
puncte beider Curven beträgt, welche sich in den Doppel- 
und Rückkehrimucten befinden, ln jedem Doppelpuncle aber 
trilil die l’olare die Curve zwei mal, und da in jedem Rück- 
kehrpuncte die Polare zugleich die Rückkehrtangeute berührt, 
so hat sie in einem solchen drei Puncte mit der Curve ge- 
mein. Die ursprüngliche Classe wird daher für jeden Doppel- 
punct um zwei und für jeden Rückkehrpund; um drei Ein- 
heiten vermindert. 

189. Wenn ein Punct x auf der Hesse'schen Curve einer 
Curve II. O. ii = 0 Hegt, so besteht seine conische Polare 
allemal aus zwei Geraden, und dies findet auch nur dann 
statt, wenn x auf der Hesse’schen Curve liegt. 

beweis. In veränderlichen ij, heisst die Gleichung der 
couischen Polare von x nach jlTl] = 0. Dieser 

Kegelschnitt zerfällt aber nach [l,ä2J und [84] dann und nur 
dann in zwei Gerade, wenn die x, der Gleichung //(«) = 0 
genügen, d. h. wenn x auf der Hesse’schen Curve Hegt. 

190 . Hat die erste Polare eines Puuetes y bezüglich 

letztere bei einer als einer Einhiillcmlen einer Geraden betrachteten 
Curve eine specielle Art von Doiipeltiingenten bililen. An die Stelle 
eines Weudepunctes endlich tritt eine Kückkelirtangente , sodass der 
Kückkehr|iunct als ein Cnrvenpunct aufttitt, durch welchen drei zu- 
sammenfallende Tangenten gehen, die die Curve in dem Rilckkehr- 
piincte berühren. Eine Curve n'-'' Classe ist iiu Allgemeinen von der 
Ordnung n(n -1) und besitzt d.ann weder I)op|)Cl- noch Wendetangenten, 
dagegen 3» («—2) KückkChrtangenten. 


Digitized by Google 


192 .] 


über algebraische Curven. 


117 


einer Curve u. 0. « = 0 einen Doppelpuuet , so geht die 
Hesse'sclie (Jurve //(«)= 0 durch diesen hindurch. Und um- 
gekehrt: Jeder Punkt der Hesse’schen Curve ist zugleich für 
irgend eine erste Pohare ein Doppelpunct. 

Beweis. In veränderlichen Xi ist die Gleichung der 
erstfti Polare eines Puncts y nach [171] 




Ist nun X ein Doppelpunct dieser Curve, so gelten nach [15<lJ 
die Gleichungen: 

+ «31 ys = 

(•) = «12 Vl + «22 'Ji + «32 

= «13 <Jl + «23 'Ji + «33 y.\ = 


und diese können nur mit einander bestehen, wenn H{u) = G 
ist, d. h. wenn x auf der Hesse’schen Curve liegt. — Ist um- 
gekehrt X ein Punct der Hesse’schen Curve, so giebt es alle- 
mal einen Punct y, für den gleichzeitig die Gleichungen (1) 
bestehen, für dessen erste Polare also x ein Doppelpunct ist. 

191 . Die beiden vorigen Sätze lassen sich in folgenden 

zusammenfassen : Die Hesse’sclie Curve einer Curve u = 0 

ist sowohl der geometrische Ort der Puncte, deren conische 
Polaren aus zwei Geraden bestehen, als auch der geometrische 
Ort für die Doppelpuucte der ersten Polaren bezüglich der 
Curve u = 0. 

192 . Eine beliebige Gerade G hat bezüglich einer Curve 
«. 0., « == 0, (/) — l)'' Pole, d. h. es giebt (n — 1)''* Puncte, 
welche bezüglich der Curve « = 0 die Gerade G zur geraden 
Polare haben. 

Beweis. Seien x und x' zwei Puncte der Geraden G, 
P und P' ihre ersten Polaren bezüglich u. Diese beiden Cur- 
ven schneiden sich in (n — 1)^ Puncteu y. Da nun jeder 
Punct y sowohl auf P als auch auf P' liegt, so geht die gerade 
Polare jedes y sowohl durch x, als auch durch x' [173] und 
fallt daher mit der Geraden G zusammen. (Snimon, II. pl. Cvs. 
puff. 59.) 


Digiiized by Google 


118 


HUlfsDiltze 


[lua. 

193. piu erste» Polare» aller Punete x, welche auf einer 
beliebigen Geraden G liegen, schneiden sich in den nämlichen 
in — 1)^ Puncteu und bilden also einen Curvenbüschel (« — 1). ü. 
[145], dessen Basispuncte die in — 1** Pole der Geraden G 
sind. 

Beweis. Ist y einer der .(/i — l)'' Pole von G, so geht 
die gerade Polare von y, nämlich G , durch x und daher [173] 
die erste Polare von x durch y. {Cremona, Curve piaue art. 77. 
/t(thUHer, Ddmoustrations de quelques th(toreuies sur les lignes etc. — 
Aunales de üergoiine t. 18. 1827— -’8. pag. 97.) 

194. Die Polaren derselben, der r'“‘ , Ordnung (die 
(ii—rY" Polaren! eines Puncts a in Bezug auf säinmtliche 
Curven eines Büschels n“''0. bilden selbst einen Curvenbüschel 

0. 

Beweis. Sind n = t», v = 0 zwei Curven des Büschels, 
so kann jede Curve desselben durch die Gleichung 
dargestellt werden |14;')]. Die («—r)'*’ Polare eines Puncts <i 
in Beziehung auf diese Curve hat dann [170] die Gleichung 
(»«) + f- ■J.r’' (M„) = 0 

und stellt daher für verschiedene Werthe von i. einen CHirven- 
büschcl tlrdnuug dar. {Salmuu U. pl. Cv«. pag. l.)6). 

Zusatz. Für r = 1 folgt hieraus: Die geraden Polaren 
eines Punctes in Beziehung auf die Curven eines Büschels 
schneiden sich in einem und demselben Punete. 

196. 8ind « = (t, r — 0, k — Ü die Gleichungen dreier 
Curven ». ü., welche nicht durch die nämlichen n- Punete 
gehen, so heisst das System der Curven, welche durch die 
Gleichung 

(1) « -j- A i> 

worin A, g zwei willkürliche (konstanten bedeuten, dargestellt 
werden können, ein Curvenuetz n. 0., und n, v, w die 
Leitcurveu des Netzes. 

190. Man kann unter den Curven eines Netzes drei 
beliebige, die nicht durch die nämlichen «- Punete gehen, 
heraus greifen und als heitcurven annehmen, das Netz bleibt 
dadurch ungeändert. 
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IlfWfis. Siuil (c, ji-, u',ß'', ß' irffeiid drei -VVertlic- 
jiaarc von A, fi, sind 

u-\-av-\-ßw=0, u-\-c( v-\-ß'w=0, u-^a" v-\- ß^' w=[> 

irgend drei Curven des Netzes (1). Nimmt man diese zu 
Leitcurveii eines Netzes, so Imt irgend eine C'urve desselben 
die Gleichung 

u a V ß IV /. (n -\-a v-j- ß' iv J + jr (« -)- et” v -{- ß '' «’) = Id ; 
da sich diese aber in der Form 

(l-|- A + g.) M + (k - f- A ß' -j- ja ß”) v-\-(ß-\-lß' -\-(i.ß") w=0 

schreiben lässt, so ist die durch sie dargestellte Curve auch 
eine Curve des Netzes (Ij. 

11>7. Alle Curven eines Netzes «. 0., welche durch 
einen und denselben Punct gehen , bilden einen Curvenbüschel 
II. 0., d. h. sie schneiden sich in den nämlichen ;i- Puncten. 
Haben aber die drei Leitcurven einen Punct mit einander 
gemein, so gehen durch diesen alle Curven des Netzes hin- 
durch. 

Beweis. Wenn die drei Leitcurven einen Punct mit 
einander gemein haben, so wird die Gleichung (1) in [195] 
ttbr diesen Punct erfüllt, welche Werthe auch A, (i haben 
mögen, daher gehen alle Curven des Netzes durch iliesen 
Punct hindurch. Ist aber p irgend ein anderer Punct, und 
sind v', w die Werthe, welche die Functionen ?/, v, tr in 
// annehmen, so gilt für die (Kurven, welche durch p gehen, 
die Gleichung 

( 2) tt A V p w = 0. 

Eliminirt mau aus dieser und ans (1) eine der beiden will- 
kürlichen Constanteu, z. B. A, so erhält man für alle durch 
p gehenden Curven des Netzes die Gleichung 
V II — ii'v -f- i< (c'/t’ — tr'v) = 0. 

Alle diese Curven gehen daher durch die «- Üurchschnitte 
der beiden v'u — ti'v = 0 und v'iv — ivv = 0 hindurch. Liegt 
p in einem Durchschnitte zweier Leitcurven, z. B. ti und v> 
während iv nicht durch p geht,, so sind u und r' Null, iv 
aber von Null verschieden. Dann zeigt die Gleichung (2), 
dass für alle durch diesen Punct p gehenden Curven g = 0 
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•sein muss, sotliiss die.se Curven durch die Gleichuug «+A i’=< • 
dargestellt werden und ebenfalls einen Büschel bilden. 

198. Durch zwei gegebene Puncte geht im Allgemeinen 
nur eine einzige Curve eines Netzes: in dem Falle aber, dass 
die beiden Puncte zwei Basispuucte eines in dem Netze ent- 
haltenen Curvenbiischels sind, gehen alle Curven dieses Bü- 
schels durch die beiden gegebenen Puncte. Gehören endlich 
beide allen drei Beitcurven an, so folgt aus [197], dass alle 
Curven des Netzes durch sie hindurch gehen. 

Beweis. Bind w', v’, tv und ti", v" , tv" die Werthe, 
welche die Functionen u, v, tv in den beiden gegebenen 
Puncten annehmen, so müssen für die Curven, welche durch 
beide Puncte gehen, die Gleichungen 

u -(- A w' -|- ft tv = (J 
A i»" -f- fl tv" = 0 


stattliuden. Durch diese 'erhalten aber A und ft vollkommen 
bestimmte Werthe, sodass auch die durch die beiden Puncte 
gehende Curve des Netzes vollkommen bestimmt ist. Eine 
Ausnahme tritt nur ein, wenn die beiden letzten Gleichungen 
von einander abhängig sind, d. h. wenn der Fall eintritt, 
dass, nachdem A aus der ersten Gleichuug bestimmt ist, die 
Werthe u', v", n” der zweiten Gleichung für jeden Werth 
von fl genügen, wenn also die beiden gegebenen Puncte 
Basispuncte eines Curvenbüschels sind. 

199. Die säiumtlichen ersten Polaren (von der Ordnung 
H — 1) aller Puncte der Ebene in Bezug auf eine und dieselbe 
Curve «. 0. u — 0 bilden ein Curveuuetz (it — 1). O. 

Beweis. Die erste Polare eines Puuets y hat bei ver- 
änderlichen .r, nach |171] die Gleichung 


CU , CU f 

y- + ."7 . 


= 0 . 


Läs.st man den Punct y alle Lagen in der Ebene anuehmen, 
so W’erden y,, y^,, y, willkürliche Grössen, während die Glei- 
chungen ^ = 0, = 0, ^ = 0 drei Curven (« — l ). O. 

(nämlich die ersten Polaren der Ecken des Fundamentaldrei- 
eckes) darstellen. Die vorige Gleichuug hat daher die Form 
der Gleichung (1) in [195|. 
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Fünfter Aljschnitt. 

Hülfssätzo über eine von Steiner aufgestellte 
V erwandtachaft. *) 

§. 1 . 

200. Hat man einen KegelschnittbUachel mit den Basis- 
jmncten a h c d, und bestimmt man für einen beliebigen Punct 
tn die Polaren in Beziehung auf alle Kegelschnitte des Bü- 
schels, so schneiden sich diese im Allgemeinen in einem be- 
stimmten Puncte m , dem zu m in Beziehung auf den Kegel- 
schnittbüschel conjugirten Pole [111]. Eine Ausnahme hier- 
von findet nur dann statt, wenn m zusammenTällt mit einer 
der drei Ecken pqr des Dreieckes, welches dem vollständigen 
Viereck a b c d als Diagonäldreieck angehört ; denn dann 
fallen alle Polaren mit der gegenüberliegenden Seite des 
Diagonaldreieckes zusammen [107]. Wenn man daher in 
der Ebene jedem Puncte m den ihm in Beziehung auf den 
Kegelschnittbüschel conjugirten Pol m entsprechen lässt, so 
erhält mau eine Verwandtschaft zweier Punctsysteme, bei 
welcher jedem Puncte eines Systemes im Allgemeinen ein 
bestimmter Punct des anderen Systemes entspricht, bei wel- 
cher jedoch einer Ecke p des Diagonaldreieckes alle Puncte 
der gegenüberliegenden Seite qr entsprechen. Da zwischen 
zwei conjugirten Polen- in Beziehung auf einen Kegelschnitt- 
bUschel Gegenseitigkeit stattfindet, so ist djese Verwandtschaft 
involutorisch, indem je zwei Puncte der beiden Systeme ein- 
ander involutorisch entsprechen [41], Fällt m auf einen der 
Basispuncte des Büschels z. B. auf a, so fällt auf diesen auch der 
entsprechende Punct m, denn da die Polaren von a die Tan- 
.genten in a an den Kegelschnitten des Büschels sind [90], 
so ist a ihr gemeinschaftlicher Schnittpunct. Eine derartige 
Verwandtschaft zweier Punctsysteme soll kurz eiueSteiner- 
sche Verwandtschaft genannt werden. Eine solche be- 

*) Steiner. Syatcmatiache Enlwickcluug der Abhängigkeit geome- 
trischer Oeatalten von einander. Berlin 1832. pag. 254 ff. — Schröter. 
Steiner’a Vorlesimgen. Leipzig 1867. pag. 316. 
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zieht sich stets aut ciueii bestimmteu Kei^elschiiittbüschel, 
welcher dureli seine vier Basispuiicte n b c d bestimmt ist. 
Daher sollen diese vier Puuete die Basis der Bteiner- 
schen V^erwandtschaft genannt werden. Die Ecken des 
dem vollständigen Viereck uh c d zugehörigen Diagonal- 
dreiecks p >i r aber mögen die Hau]it])unetc der Steincr- 
schen Verwandtsclmf't heissen. 

201. Aufgabe. Wenn vier Puncte ab cd als Basis 
einer Steiner'schen Verwandtschaft gi^ebeu sind, zu einem 
gegebenen Puncte m den ihm in dieser Verwandtschaft ent- 
sprechenden Puuet m zu construiren. 

Auflösung. Man sucht die Ecken p (i r des Diagunal- 
dreicckes und verbindet diese mit dem gegebenen Puncte m. 
Alsdann bestimmt man zu jeder dieser Vorbinduugslinieu den 
zugeordneten harmonisclien Strahl in Bezug auf diejenigen 
zwei Seiten des vollständigen V^ierecks a b c d, welche in der 
Ijetretfenden Diagonalecke zusaiameustossen. Diese drei Strah- 
len schneiden sich in dem gesuchten Puncte m'. (.Man braucht 
daher nur zwei von ihnen zu construiren). — Denn die er- 
wähnten drei harmonischen Strahlen sind die Polaren des 
Puncts m in Beziehung auf die aus Geradenpaaren bestehen- 
den Kegelschnitte des Büschels, welche von je zwei gegen- 
überliegenden Seiten des vollständigen Vierecks n b c d ge- 
bildet werden [95|. 

Bemerkung. Sind nicht die Ecken ab cd des Vier- 
ecks, sondern nur die des Dreiecks p q r gegeben, so kann 
man unendlich viele vollständige Vierecke finden, für welche 
p q r das Diagonaldreieck ist, indem man eine Ecke des Vier- 
ecks willkürlich annehmen kann [83]. ln diesem Falle kann 
man daher auch auf unendlich viele Arten eine Steiner'sche 
Verwandtschaft etabliren, indem jedes jener Vierecke ab c d 
als Basis einer solchen Verwandtschaft dienen kann. 

202. Wenn ein Punct x eine Gerade 

(1) /«, a:, Wj*, -|- — 0 

dm'chläuft, so beschreibt der ihm in einer Steiner'schen Ver- 
wandtschaft entsprechende Punct y einen Kegelschnitt, der 
durch die Ecken des Diagonaldreiecks p q r geht , welches 
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ileui diu Basis der N’urwandtBeliat’t biKleudeii Viereeku iibcil 
angehört. 

_ Beweis. Diis Diagouaidreieek pqr ist auch (lUSj allen 
Kegelschnitten des Büschels [abcd] conjugirt. Nimmt man 
es als Fundainentaldreieck an, so werden irgend zwei Kegel- 
schnitte dieses Büschels nach 1 109] durch die Gleichungen 
ft,.',- -f- -h = 0 *1^’;' + 

dargestellt. Die Polaren des Puiicts .v in Bezug aut diese 
beiden Kegelschnitte haben dann nach [95] in verUnderlicheu 
y; die Gleichungen 

,2) "lyr'i + = 0» 

b, y, X, -f b-jy-iX., + b^,jjX3 = 0. 

Da nun der dem x entsprechende Puuct ij nach [200] der 
Durchschnitt dieser beiden Polaren ist, so liefern diese beiden 
Gleichungen die C'oordinaten des Puncts y; und eliminirt 
man die x,- aus ihnen mit Hülfe der Gleichung (1), so erhält 
man den geometrischen Ort von y, während x die Gerade (1) 
durchläuft. Diese Elimination giebt 

! Hl 3 Wj 1 

»,'J\ (h'Jx 

oder wenn mau der Kürze wegen 

— n^b., = — II fb^ — u^b.^ — = A3 

setzt, 

(3) m^ A^ 1 J 3 IJ 3 4- Mj A.^lJ 3 lJ^ + m. 3 A 3 y^y., = 0. 

Der gesuchte geometrische Ort ist daher [102] ein dem 
Euudamentaldrcieck umschriebener Kegelschnitt. 

Zusatz. Geht die Gerade (1) durch eine Ecke des 
Hauptdreiecks pqr z. B. durch die, in welcher die Selten 
x^ = 0, X-, — 0 zusammenstossen, so ist = 0 [77]. Der 
Kegelschnitt (3) erhält dann die Gleichung 

yj 4- = 0 

und besteht daher aus der der betreffenden Ecke gegenüber- 
liegenden Seite des Dreiecks p y r und einer Geraden, welche 
durch diese Ecke geht. Sieht man daher von der Diagonal- 
seite ab, welche ohnehin nach [200] eine .A.usuahmcrolle 
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spielt, so kann man sagen, dass einer durcli eine Ecke des 
Dreiecks pqr gebenden Geraden wiederum eine Gerade ent- 
spricht. 

203 . Hat man statt einer Geraden unendlich viele, 
welche sich alle in demselben Puncte s schneiden, also einen 
Strablbüschel mit dem Scheitel s, so entsprechen ihnen un- 
endlich viele Kegelschnitte, welche alle durch pqr und ausser- 
dem durch den dem Puncte s entsprechenden Punct / gehn. 
Also entspricht dom Strahlbtischel [s] ein Kegelschnittbiischel 
mit den Basispuncten pqrs'. Diese beiden Büschel aber sind 
projectivisch. 

Beweis. Sind 

Mi .r, -(- -f- tn^x^ = 0, «, a:, -(- «jarj -j- n^x^ — 0 

irgend zwei Strahlen des Strahlbüschels, so kann jeder andere 
Strahl desselben durch die Gleichung 

/ll^ a;, -}- w,Xj -(- -j- A (n,.r, -f- «jXj -+- «ja;,) = 0 

dargestellt werden. Man erhält demnach die Gleichung des 
entsprechenden Kegelschnitts des Kegelschnittbüschels, wenn 
man in der Gleichung (3) [202] 

/«, -f- A«, statt ffi, (/ == 1 , 2, 3) 
setzt. Kegelschnitt und Strahl entsprechen einander also 
dann, wenn beide demselben VVerthe von A aiigehören. Mit- 
hin [113] ist das Entsprechen ein projectivisches. 

204 . Beschreibt ein Punct .t einen Kegelschnitt, so be- 
schreibt der ihm in einer Steiner'schen V'^erwandtschaft ent- 
sprechende Punct y eine Curve 4. 0., welche in den Ecken 
des Hauptdreiecks pqr drei Doppelpuucte besitzt. 

Beweis. Wenn der gegebene Kegelschnitt die Gleichung 
(• 1 ^ z« , , X, ’ -P ffij j Xj^ -P /«-„.r/ -f 2 /».,3 X., X,, 

-t-2/«3,X3X, -)-2//)|jX, X.3=0 

hat, so erhält mau, indem mau ebenso vorgeht, wie in [202], 
den geometrischen Ort. des Puncts y, wenn man mit Hülfe 
der letzten Gleichung die .x, aus (2) in [202] eliminirt. 
Diese beiden Gleichungen aber geben 

X, : Xj : X, = /fi i/j : Vi V\ ' U\ Vn 

und suhstituirt mau diese Ausdrücke in (1), so erhält man 
für den gesuchten geometrischen Ort 
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(2) "'l I V..W+ '"JJ - V2*+2«-.3-4...%,^y3</;, 

+ 2/«j, .1.^ /f, y, .vj-yj + 2 .4, /f^y, yjya’=0, 

also eine Curve 4. 0. Da aber diese Gleichung keine der 
drei Variabein in einer höheren als der zweiten Potenz ent- 
hält, so ist jede der drei Ecken des Fuudamentaldreiecks ptjr 
ein Uoppclpunct der (Jurve 4. O. [160J. 

Zusatz. Ist der gegebene Kegelschnitt dem Dreieck 
p(jr umschrieben, sodass «(,, = = >«,., = 0 ist [102], 

so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende 

!/t y-iVi {'"rA'tj + '«,11 'U 'Ji + '«IS -^^1 ^sVs) =0- 

In diesem Falle besteht also die Curve 4. 0. aus den drei 
hJeiten des Dreiecks pqr und einer vierten Geraden. Lässt 
man nun die ersteren wieder ausser Betracht, so kann man 
als Umkehrung von [202] sagen; hlincm dem Dreieck pqr 
umschriebenen Kegelschnitte entspricht eine Gerade, und 
folgert daun ebenso wie in [203]: 

Einem Kegelschnittbüschel, welcher pqr und irgend einen 
vierten Punct s zu Basispuiicten hat, entspricht ein Strahl- 
büschel, dessen Scheitel der dem Puncte s entsprechende 
Punct s' ist; und die.se beiden Büschel sind projectivisch. 

205 . Wenn ein Punct x eine Curve «. 0. durchläuft, 
so beschreibt der ihm in einer Steiuer’scheu Verwandtschaft 
entsprechende Punct y eine Curve von der Ordnung 2n, 
welche in jedem der drei Hauptpuncte pqr einen «-fachen 
Punct besitzt. 

Beweis. Ordnet man die Gleichung der gegebenen 
Curve n. O. nach Potenzen von x,, so kann man sie in fol- 
gender Form schreiben 

.2 + • • • 

0 ' 

-|- «*_!,/, x, a:./-’ -f = 0. 

Nimmt man nun das Hauptdreieck pqr zum Fundamental- 
dreieck an, so erhält man, wie in [204], die Gleichung der ent- 
sprechenden Curve, wenn man statt ;i-i , x.^, x, die Ausdrücke 
a‘i ; x^ : x^ = A^ypj.^ : ■ A.^y^y.^ 

substituirt. Dadurch wird die Gleichung der entsprechenden 
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Curvp, wenn man die neu auftretenden Coefficienten , den 
friiliercn au, entsprechend, mit hu, bezeichnet, folgende: 

» 

.'// .'/■/'■' !/■/ + • • • 

+ h^^iu, r/,*-' y, y/ + hi.,. y,* y^*^ y,*~* ;//- '• = 0. 
Ordnet man diese nach Potenzen von y^, so erhält man 

o ' 

+ /'*-!. I, Vi"“* .Vi" .'// = " 

oder ausgeschrieben 

.vi" y/ + (^'oi y?" + *11 .'/i" y2"~‘),y3 

/O-, + .Vj" + *15 yr~' ' + *35 t/," ’h"'-) >/i 

+ 

+(*ü»;/5'+*i »yiys"'' +...+ *» i,»yi" ")y3”=0. 

Diese Curve ist also von der Ordnung 2«, aber keine der 
Variabeln kommt in einer höheren l’otenz vor als in der 
daher sind die Ecken des Fundamentaldreiecks (die 
Hauptpuncte) n- fache Puncte. [160], 

20<>. Wenn die Curve n. O. durch die Hauptpuncte 
hindurchgeht, so reducirt sich die entsprechende Curve 2n. 0. 
auf die Seiten dos Hauptdreiecks und eine Curve von der 
Ordnung 2n — 3, welche in jedem Hauptpuncte einen (n — 2)- 
fachen Punct besitzt. 

Beweis. Da die Curve in diesem Falle durch die Ecken 
des Fundamentaldreieckes geht, so ist [160] in der Gleichung 
(J) in [205] «no = « 0 » = «»» = 0 zu setzen, wodurch auch 
= bo„ = *,, = 0 wird. Dadurch erhalten alle Glieder 
der Gleichung (2) den Factor y, yj y^, und nach Absonderung 
desselben bleibt folgende Gleichung übrig 

*01 y^■^y5"■* + *11 .'/i”“' 

+ (*05 .V|"“’ .y5"'‘ + *17 + *55 yr~' .'/s"“’) fh 

+ 

+ (*. - !/r- + * 5 « y, .'/5r‘ + • • • + yj"-' = 
Diese Gleichung ist von der Ordnung 2 ji — 3, aber die höchste 
Potenz der Variabein ist ti — 1 , daher [160] ist jeder Haupt- 
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punct ein vielfacher Punct vom Grade 2n — 3 — (n — 1). also 
ein (« — 2)-facher Punct. 

Zusatz,. Einer Curve 0. («=3) entspricht daher im 
.Mlgemeinen eine Curve (!. 0. Geht aber die er.stere durch 
die Hauptpuncte, so entspricht ihr, wenn man die Seiten des 
Hauptdreiecks unberücksichtigt lässt, wieder eine Curve 3. 0., 
welche auch durch die Hauptpuncte geht und diese zu ein- 
fachen Puncten hat. 

207. Wenn eine Curve n. 0. keine Doppelpuncte be- 
sitzt, so hat die ihr entsprechende Curve 2n. 0. ausser den 
in den Ecken des Hanptdreiecks befindlichen vielfachen Punc- 
ten keine weiteren Doppelpuncte. — Denn ein Doppelpunct 
der Cnrve 2n. 0. müsste dann gleichzeitig zweien verschie- 
denen Puncten der Curve «. O. entsprechen. Dies ist aber 
nur möglich, wenn diese letzteren Puncte auf einer der Sei- 
ten des Hanptdreiecks liegen, und dann ist der ihnen cjit- 
sprechende Doppelpunct eben die gegenüberliegende Ecke des 
Hauptdreiecks. Wenn daher eine durch die Hauptpuncte 
gehende Curve 3. O. keine Doppelpuncte hat, so hat die ihr 
nach [2fH)J entsprechende Curve 3. 0. ebenfalls keine Doppel- 
puncte. 

§• 2 . 

208. Aufgabe; Wenn ein Strahl bOschel mit vier 
Strahlen m {a,b, c, (i), vier Puncte 1 2 3 4, und ausserdem 
drei Basispuuete pqr eines KegclschnittbUschels gegeben sind, so 
soll man den geometrischen Ort eines Punets x so bestimmen, 
dass, wenn derselbe als vierter Basispuuet des Kegelschnitt- 
büschels genommen wird, die durch die Puncte 1 2 3 4 gehen- 
den Kegelschnitte dieses Büschels der Reihe nach den Strah- 
len m {a, b, c, d) projectivisch entsprechen; in Zeichen, da.«s 

(1) [P 9 r.r] (1, 2, .3, 4) A m {a, h, c, d) 

sei. 

Auflösung. Betrachtet mau pqr als Diagonalpuncte 
irgend eines vollständigen Vierecks, so kann mau dieses als 
Basis für eine Steiner’sche Verwandtschaft festsetzen. In die- 
ser seien 1', 2', 3', 4' die entsprechenden Puncte zu 1, 2, 3, 4, 
und x' der entsprechende Punct zu x. Dann entspricht dem 
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Kegelsclmittbüschel \)><irx] (1, 2, 3, 4) nach [2(>4J der Strahl- 
biischel X (1', 2”, 3', 4'), und zwar projectiviscli. Es ist also 

[pqrx] (1, 2, 3, 4) A (!', 3', •!')• 

Ueinnach wird die Forderung (1) erfilllt, wenn x' so bestinunt 
wird, dass 

a;'(r, 2', 3’, 4') A m[n,h,c,d) 
wird. Der geometrische Ort des dieser Forderung Genüge 
leistenden l’unctes a;' aber kann nach [129] bestimmt werden, 
und zwar folgendermas.sen : Entspricht in einem Strahlbüschel 
mit dem Scheitel 1' der Strahl 1'/ dem Strahle m«, so dass 

r (/, 2-, 3', 4') Ä m {a, b, c, d) 
ist, so ist der geometrische Ort des Punctes x' ein Kegel- 
schnitt, welcher durch F 2" 3' 4’ geht und die Gerade 1' t in 
1' berührt. Diesem Kegelschnitte entspricht in der Steiner’- 
schen Verwandtschaft nach [204] eine Curve 4. 0., welche 
pqr zu Doppelpuncten hat und durch 1 234 geht; diese 
Curve 4. O. ist daher der gesuchte geometrische Ort des 
Punctes *. (Knrtum. Ueber geometrische Aufgaben dritten und vier- 
ten Grades. Bonn 1869. pag. 39.) 

201). Aufgabe. Wenn ein Strahlbüschel mit fünf 
Strahlen m {a, b, c, d, e), fünf Puncte 1,2, 3, 4, 5, und ausser- 
dem drei Basispuncte pijr eines Kegclschnittbttschels gegeben 
sind, so soll man den vierten Basispuuet .r des Letzteren so 
bestimmen , dass die durch die Puncte 1 , 2, 3, 4, 5 gehenden 
Kegelschnitte des Büschels den Strahlen m {a, b, c, d, e) der 
Reihe nach projectivisch entsprechen; in Zeichen, dass 

(1) [pqrx] (1, 2, 3, 4, 5) A « K ^ A <>, «) 
sei. 

Auflösung. Die Puncte x, welche der Forderung 
[P 4 fra:] (1, 3, 4, .»i) Ä m{a,c,d,c) 
genügen, erfüllen nach ]208] eine Curve 4. 0., C, die 
p, f), r zu Doppelpuncten hat und durch 13 4 5 geht. Ebenso 
erfüllen die Puncte x, für welche 

[pqrx] (2, S, 4, 5) Ä rn{b,c,d,e) 
ist, eine zweite Curve 4. O., <T, welche ebenfalls in 
p q r drei Doppelpuucte besitzt und durch 2 3 4 5 geht. Der 
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Puiict X, welcher der Forderung (1) genügt, muss also ein 
Durchsclmitt der beiden Curven C und C sein. Aber diese 
Curven haben gemeinschaftlich die einfachen Puncte 3 4 5 
und die Doppelpuncte p q r, also da in jedem der letzteren 
vier Durchschnitte vereinigt sind, im Ganzen fünfzehn Puncte. 
Der gesuchte Punct x ist also der sechszehnte Durchschnitt 
der beiden Curven C und C. Um diesen Punct zu finden, 
wähle man irgend ein vollständiges Viereck, für welches 
p q r die Diagonalpuncte sind, als Basis für eine Steiner'sche 
Verwandtschaft und bestimme in dieser die entsprechenden 
Puncte 1' 2" 3' 4' 5' zu 1 2 3 4 5. Dann entspricht nach [208] 
der Curve C der Kegelschnitt A' , welcher durch 1' 3' 4' 5' 
geht und in 1' die Tangente V l hat, wenn 
1' (/, 3', 4', 5') A « {«, A d, e) 
ist. Der Curve C aber entspricht ein Kegelschnitt A", der 
durch 2' 3' 4' 5' geht und in 2' die Tangente 2' s hat, die so 
construirt ist, dass 2' (s, 3 , 4', 5') A m {b c d e) ist. Der 
letzte Durchschnitt x von C und C entspricht daher dem 
vierten Durchschnitt x' der Kegelschnitte A' und A’’, die die 
drei Puncte 3' 4' 5' gemeinsam haben. 

Man hat hiernach zur Bestimmung des Punctes x fol- 
gende Constructionen auszufübren. Man construirt nach [83] 
irgend ein vollständiges Viereck so, dass p q r dessen Dingo- 
nalpuncte werden, und nimmt dieses Viereck als Basis für 
eine Steiner'sche Verwandtschaft. In dieser construirt man 
nach [201] die zu 1 2 3 4 5 entsprechenden Puncte 1' 2' 3' 4' 5'. 
Sodann bestimmt man nach [91] die Strahlen l'< und 2'.s- so, dass 
1' (0 3', 4', 5') A « (ö, c, d, e) 

2' (.«, 3', 4', 5') 7\ m (*, c, d, e) 
ist. Nun construirt man nach [124] den vierten Durchschnitt 
x' der Kegelschnitte A' und A', welche die Puncte 3' 4' 5' 
gemeinsam haben, und von denen der erste ausserdem durch 
den Punct 1' und die Tangente l'f, der zweite durch den 
Punct 2' und die Tangente 2's bestimmt ist. Endlich con- 
struirt man den zu x' in der Steiner'schen Verwandtschaft 
entsprechenden Punct x, so ist dies der verlangte. (A'ortum. 
1 c. [208J pag. 43.) 
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Einleitende S&tse. 

210. Bedeutet u entweder eine ganze rationale Function 
dritter Ordnung von zwei Parallel-Coordinaten oder eine eben- 
solche homogene Function von drei homogenen Punctcoordi- 
naten, so ist die durch die Gleichung « = 0 dargestellte Ourve 
eine Curve dritter Ordnung. 

211. Eine Curve dritter Ordnung ist entweder eine ein- 
fache Curve [P13], oder sie besteht aus einer Geraden und 
einem Kegelschnitte, oder sie besteht endlich aus drei Geraden, 
von denen auch zwei oder alle drei zusammenfallen können. 

212. Eine Gerade, welche nicht einen Theil einer Curve 
3. 0. bildet, schneidet diese in drei Puncten [134). Von. diesen 
können zwei zusammenfallen, dann ist die Gerade entweder 
eine Tangente an der Curve , oder sie trifft die Curve in einem 
Doppclpunctc. Es können auch alle drei Schnittpuncte zu- 
sammenfallen, daun ist die Gerade entweder eine Tangente 
in einem Doppelpuncte, oder sie ist eine Wendetangente, und 
der Durchschnittspunct ein Wendepunct. Von den drei Schnitt- 
puncteu der Geraden mit der Curve können zwei imaginär 
sein, einer aber ist stets reell (135). 

213. Wenn eine Gerade mit einer Curve 3. 0. mehr als drei 
Puncte gemein hat, so bildet sie einen Theil der Letzteren [137], 

214. Eine Gerade, welche eine Curve 3. 0. in einem 
Puncte a berührt, schneidet dieselbe ausserdem in einem Puncte 
a, da sie' drei Puncte mit jener gemein hat. Dieser Punct 
heisst der Tangentialpunct zugehörig zu dem Berührungs- 
puncte. (Sttlmon, On Carvesof Ihc 3'* Order. Phil. Tran», vol. 148. pag.636. 
Cremona. Cve pianc. art. 39. b.) Zieht man in d auf s Neue eine 


Digitized by Google 


134 


Curvcn dritter Ordinmg. 


r-2u. 

Tangente an die Curve, so gehört zu a wieder eiii Tangen- 
tialpuuct rt"; dieser heisst der zweite Tangentialpunct 
zu a. Der zu diesem zugehörige Tangentialpunct a" heisst 
der dritte Tangentialpunct von a, u. s. f. (Saimon I. c. 
pag. 537. Cremonn. Cve piane. art. 67. c. d.) 

215 . Wenn eine ('urve 3. 0. nicht einen Theil einer 
Curve n. 0. bildet, und wenn beide Curven nicht eine Gerade 
oder einen Kegelschnitt mit einander gemein ^aben, so schnei- 
den sie einander in 3n Puncten, zwei solche Curven 3. 0. 
also in D Puncten [138]. Wenn k von diesen Durchschnitts- 
puncten in einen einzigen zusammenfallen, der nicht für eine 
der beiden Curven ein Doppel- oder mehrfacher Pouct ist, 
so sagt man, dass die beiden Curven eine A'-punctige Berührung 
mit einander eingehen. 

216 . Eine einfache Curve 3. 0. kann höchstens einen 
Doppelpunct [oder Ilflckkehrpunct] haben [154]. Besteht sie 
aber aus einer Geraden und einem Kegelschnitt, so hat sie 
zwei Doppelpuncte, nämlich die beiden Durchschnittspuncte; 
und besteht sie aus drei Geraden, so hat sie drei Doppelpuncte, 
nämlich die drei Durchschnitte der Geraden. 

217 . Hat eine Curve 3. 0. einen dreifachen Punct k, so 
besteht sie aus drei in diesem Puuete zusammeulaufenden Ge- 
raden. — Denn nimmt mau auf der Curve irgendwo einen 
Punct« an, so hat die Gerade ka vier Puncte mit der Curve 
gemein und bildet daher [213] einen Theil der Curve. (Cremona. 
Cve piane. art 31.) 

218 . Zur Bestimmung einer Curve 3. 0. sind neun 
Puuete erforderlich und in der Regel auch hinreichend [142J. 
Sind aber neun Puncte die Durchschnitte zweier Curven 3. O., 
so gehen unendlich viele Curven 3. ü. durch sie hindurch, 
w'elche einen Curvenbüschel 3. 0. bilden [144]. 

219 . Alle Curven 3. O., welche durch acht beliebig ge- 
gebene Puncte gehen, haben auch noch einen neuliten Punct 
gemeinschaftlich, bilden also einen (hirvenbtischel 3. 0. [143.] 

220 . Wenn von den neun Durschschnitten zweier Curven 
3. (). drei auf einer Geraden liegen, so liegen die übrigen 
sechs auf einem Kegelsclmitt ; und umgekehrt: Liegen sechs 
auf einem Kegelschnitt, so liegen die übrigen drei in gerader 
Linie [148]. 
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221 . Von diesem Satze ist das Poscal’sche Theorem 
[87) ein specieller Fall. Denn sind 1, 2, 3, 4, 5, G sechs 
beliebige Puucte eines Kegelschnitts, so bilden die drei Ge- 
raden 12 , 34 , 56 eine (Jurve 3. ü., ebenso auch die Geraden 
23, 45, 61. Diese beiden Curven 3. 0. schneiden sich in den 
neun Puncteu 

(12, 23) = 2 (34, 23) = 3 (56, 23) = k 

(12, 45) = h (34 , 45) = 4 (56 , 45) = 5 

(12, Gl) = 1 (34, 61) == / (56, 61) = 6. 

Von diesen liegen 1, 2, 3, 4, 5, G auf einem Kegelschnitte, 
also die drei übrigen h, k , l auf einer Geraden. (.Salmon. H. pl. 
Cvs. pag. 23.) 

222 . Wenn von neun Pnucten einer Curve 3. 0. drei 
in einer Geraden und die übrigen sechs auf einem Kegelschnitte 
liegen, so kann man unendlich viele Curven 3. 0. durch diese 
neun Puncte legen. — Aus [218]; denn die Gerade und der 
Kegelschnitt bilden eine zweite Curve 3. 0. 

223. Liegen von neun Puncten in der Ebene drei in 
einer Geraden, die übrigen sechs aber nicht auf einem Kegel- 
schnitt; üdej: liegen sechs auf einem Kegelschnitt, die übrigen 
drei aber nicht in einer Geraden, so geht nur eine einzige Curve 
3. 0. durch die gegebenen neun Pimcte. — Denn Hesse sich mehr 
als eine Curve 3. 0. durch sie hindurch legen, so konnten nach 
[220] die obigen Voraussetzungen nicht stattfinden. 

224 . Liegen von den ncuji Durchschnitten zweier Curven 
3. 0. zwei Mal drei in je einer Geraden, so liegen auch die 
letzten drei in einer Geraden. — Aus [220], da [die beiden 
ersten Geraden zusammen einen Kegelschnitt bilden. 

225 . Zieht man aus den Durchschnitten a, a, a einer 
Geraden mit einer Curve 3. 0. Secanten abc, d b' c , d’b" c", 
so liegen die sechs Durchschnitte bc , b' c, b"c" derselben mit 
der Curve auf einen) Kegelschnitt, (l’oncclei. Analyse des Triuis- 
versales. Crelle’s Journ. Bd. 8. pag. 129.) 

Beweis. Die drei Sec.anten bilden eine zweite Curve 
.3. 0., dereu Durchschnitte mit der gegebenen die neun Puucte 
abc, a'b'c', a"b"c" sind. Da drei von diesen a, d, u" in einer 
Geraden liegen, so liegen die sechs übrigen nach [220] auf 
einem Kegelschnitt. 
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Gehen die Secauteu bc, b'c, b"c" in Tangenten 
über, so folgt; Zieht man aus drei in gerader Tiinie liegenden 
Giirvenpuncten a a a" irgend drei Tangenten an die Curve, 
so wird diese in den drei Berührungspuncten von einem Kegel- 
schnitte berührt. — Es ist aber selir beaehtenswerth , dass 
dieser Kegelschnitt auch in zwei zusammenfallende Gerade 
degeneriren kann. (Vgl, 542] ). 

227 . Ebenso folgt umgekehrt : Biegen sechs l’uncte einer 
Curve 3. 0. bcb'c b"c‘ auf einem Kegelschnitt, und verbindet 
man dieselben paarweise durch gerade Linien z. B. bc, h'c, 
b" c" , welche die Curve, auf’s Neue in aaa" schneiden, so 
liegen die drei letzteren Puncte in einer Geraden. {l’oneeUi 
1. c. ['2‘25j pag. 129.) 

228. Fällt von den drei Punctepaaren bc, b'c, &"c" jedes 
in einen Punct zusammen, so folgt: Wenn ein Kegelschnitt 
eine Curve 3. 0. in drei Puncteu bb'b" berührt, so liegen 
deren drei Tangentialpuncte tia'a" in gerader Linie. 

229 . Bind a, a, a" drei in gerader Linie liegende Puncte 
einer Curve .3. 0.; b, b', b" ebenfalls, und schneiden die Ver- 
bindungsgeraden ab, a b' , a" b” die Curve in c, c,c'\ so liegen 
diese drei Puncte auch in gerader Linie. 

Beweis. Die Geraden abc, ab'c, a"b"c" bilden eine 
Curve 3. ()., welche diese neun Puncte mit der gegebenen 
gemeinschaftlich hat. Von diesen neun Durchschnittspuncteu 
liegen zwei Mal drei ad a" und bb'b" in je einer Geraden, 
also [224] auch die letzten drei. 

230 . Liegen drei Puncte a, d, a" einer Curve 3. 0. in 
einer Geraden 6’, so liegen die ihnen zugehörigen Tangential- 
puncte c,c,c" ebenfalls in einer Geraden G'. (Madmirin. De 
liuearuni geometrii-arum proprietatibua, übers v. Jonguieren in Melanges 
de gdometrie pure. pag. 22.3.) _ Denn lässt man in [229] die 
beiden Geraden ad a" und bb'b" zusammenfalleu, so werden 
die Secanten abc, a'b'c, d'b"c" zu Tangenten, und die Puncte 
c, c , c” die Tangeulialpimcte zu resp. a, d , d'. 

Die Gerade G’ heisst die Begleiterin der Geraden G, 
und der Durchschnitt dieser beiden Geraden der die Gerade 
G begleitende Punct. {Gaj/lei/. Memoir on Curves of the third 
Order. Phil. Trans, vol. 147. pag. 41li. „eatellito line, Satellit« point“ 
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Cremona. Oe. pianc, art. 39. b. „retta satellite, punto satellitc.“ Curtie 
übersetzt: beigeordnete Gerade, beigeordneter Pimct. pag. 57.) 

231 . Die Puncte, in welchen die drei Asymptoten einer 
Curve 3. 0. diese schneiden, liegen in gerader Linie. (Pon^ 
relet 1. c. [225] pag, 130.) — Denn die Berührungspimcte der 
Asymptoten liegen auf der unendlich fernen Geraden [16], und 
die ,\symptotondurchschnitte sind die Tangentialpuncte dieser 
unendlich fernen Berührungspuncte [230]. 

232 . Sind a, a, a" die Schnitte einer Geraden mit einer 
Curve 3. 0. , und zieht man aus einem Punctc c der Letzteren 
die Geraden ca, cd , cd', welche die Curve aufs Neue in 
b, b’ , b" schneiden, so hat der Kegelschnitt, welcher durch 
b, b', b” geht und die Tangente der Curve in c hier berührt, 
in diesem Puucte eine dreipunctige Berührung mit der Curve. 
(Poncelet. Analyse des Transversales. Crelle’s Journ. Bd. 8, pag. 13t.) 

Beweis. Hält mau die drei in gerader Linie liegenden 
Puiicte a, d , d’ fest, substituirt aber statt des einen Curven- 
punctes c drei solche c, c', c", und lässt die Puncte b, b', b", 
durch die Schnitte der Geraden ca, cd, c'a” mit der Curve 
entstehn, so liegen cc'c'bb' b'' auf einem Kegelschnitte [225]. 
Lä.sst man nun die Puucte cc'c" in einen c zusammenfallen, 
so fallen in c drei Puncte des Kegelschnitts mit drei Curven- 
puncten zusammen. {Cremona. Oe. pianc art. 39. d.) 

233 . Geht eine Curve 3. 0 . « durch die Ecken 1 , 2, .3, 
4, 5, 6 eines Sechsecks und ausserdem durch die Durchschnitte 
zweier Paare gegenüberliegender Seiten z. B. (12, 45) = h, 
(23, 56) = k, so geht sie auch durch den Durchschnitt 
(34, 61) = / des dritten Seitenpaares. 

Beweis. Die Geraden 12, 34, 56 bilden eine Curve 3. ()., 
ebenso 23, 45, 61. Diese zwei Curven schneiden sich in den 
neun Puncten 2, ä, 1; 3,4,/; k, 5, 6. Die Curve u geht 
durch acht von diesen, nämlich 1,2, 3, 4, 5, 6, h,k, also 
[219] auch durch den neunten /. {Poncelet. Analyse des Transver- 
sales. Crelle’s Joum. Bd. 8. pag. 132. Cremona. Cve. pianc art. 45. c.) 

Bemerkung. Besteht u aus einem Kegelschnitt und 
einer Geraden, und liegen 1,2, 3, 4, 5, 6 auf dem Kegel- 
schnitt und A, k auf der Geraden, so folgt wieder das Pascal' - 
sehe Theorem [87] , denn da der Kegelschnitt mit einer Curve 
3. 0. nicht sieben Puncte gemein haben kann, so kann der 
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neunte Punct /, der auf u liegen muss, nicht auf dem Kegel- 
schnitt, sondern muss auf der Geriiden hk liegen. {Crmona. 
Cve. piane. art. 45. c.) 

234. Zieht man in den sechs Puncteii, in welchen ein 
Kegelschnitt eine Curve 3. O. schneidet, Tangenten an die 
Curve, So liegen die sechs Puncte, in denen diese Tangenten 
die( 'urve schneiden (dieTangentialpuncte der sechs BerOhrungs- 
puucte [230]) auf einem neuen Kegelschnitt. (Cremona art. 45. b.) 

Beweis. S. [248.] 

235. Wenn ein Kegelschnitt mit einer Curve 3. O. in 
einem Puncte « eine fünfjnuictige Berülirung hat, und die 
Curve in b schneidet, so schneidet derjenige Kegelschnitt, wel- 
cher die Curve in dem zu « zugehörigen Tangentialpuncte n' 
filnfpunctig berührt, die Curve in dem zu l> zugehörigen 
Tangentialpuncte 

Beweis. Fallen in [234] fünf Sehnittpuncte des ersten 
Kegelschnittes in a zusammen, so fallen auch fünf Tangenten 
zusammen und daher auch die fünf zugehörigen Tangential- 
puncte, und zwar diese nach Demnach hat auch der zweite 
Kegelsihnitt in a' eine fünfpunctige Berührung mit der Curve. 
Der sechste Puuct des ersten Kegelschnitte aber ist b, und 
der des zweiten der zu b gehörige Taugentialpunct b\ (Cremona. 
Cve. pianc. art. C7. o.) 


Zweiter Alwchnitt. 

Enioug^ng der Curven dritter Ordnung. 

§• 1 . 

236. Wenn ein tstrahlbüschel und ein KcgelschuittbUschel 
zu einander projectivisch sind [113], so ist der geometrische 
Ort der Durchsclinitte jedes Strahls mit dem ihm entsprechen- 
den Kegelschnitte eine Curve 3. O,, welche durch den Mittel- 
punct des Strahlbüschels und die vier Basispunctc des Kegel- 
schnittbüschels hindurchgeht. 

Beweis. Bedeuten A =0, 0 zwei Gerade, A' = 0, 
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K' = 0 zwei Kegelschnitte , und k einen veränderlichen Para- 
meter, so stellt [57] 

A lA' = 0 

einen Strahlbiischel, und [105] 

A' -f AA"= 0 

einen Kegelschnittbäschei dar. Von diesen sind ein Strahl 
und ein Kegelschnitt projectivisch entsprechend, wenn ihnen 
der gleiche Werth von A zugehört [113]; man erhält daher 
den geometrischen Ort der Durchschnitte entsprechender Strah- 
len und Kegelschnitte, wenn man A aus den beiden letzten 
Gleichungen eliminirt. Dadurch erhält mau die Gleichung 
AA' — a'a: = 0, 

welche eine Curve 3. 0. darstellt. Diese wird erfüllt, wenn 
gleichzeitig A = 0 und A' = 0 ist, daher geht die Curve durch 
den Mittelpunct des StrahlbUschels , ferner auch, wenn gleich- 
zeitig K — 0 und Ä" = 0 ist, daher geht die Curve auch 
durch die Basispuuete des KegelschuittbUschels. 

237. Wenn eine Curve 3. 0. durch einen StrahlbUschal 
mit dem Mittelpuncte m und einen Kegelschnittbüschel mit den 
Basispuncten a b c d nach [236] erzeugt ist, so entspricht der 
Kegelschnitt, welcher durch m geht, demjenigen Strahle, 
welcher die Curve 3. ü. in m berührt. 

Beweis. Der durch m gehende Kegelschnitt hat ausser 
den Basispuncten a b c d den Punct m und noch einen sechsten 
Puiict e mit der Curve gemein, der entsprechende von m 
ausgehende Strahl geht daher durch m und e und hat also in 
m zwei Puncte mit der Curve gemein. 

238. Der Strahl, welcher durch einen Basispunct n des 
Kegelschnittbüschels geht, entspricht demjenigen Kegelschnitte, 
welcher die Curve 3. ü. in a berührt. 

Beweis. Der durch a gehende Strahl schneidet die Curve 
3. 0. in a und in einem dritten Puncte y. Der entsprechende 
Kegelschnitt geht daher ausser durch die Basispuncte n bc d 
noch durch a und f, hat also in a zwei Puncte mit der Curve 
gemein. 

239. Wenn auf einer gegebene Curve 3. 0. vier Puncte 
a b c d beliebig gegeben sind , so kann man dieselben stets 
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als die Basispuucte eines Kegelschnittbüschels annehmeu, 
welcher mit einem StrahlbUschel, dessen Mittelpunct m eben- 
falls auf der L'urve liegt, die letztere nach [236] erzeugt. 
Oder: Legt man durch vier beliebige feste Puncte ab cd 
einer Curve 3. O. einen variablen Kegelschnitt, welcher die 
(Jurve in «, p, schneidet, so geht die variable Gerade np 
durch einen festen Punct m der Curve. Dieser Punct m heisst 
der den vier Puncteu ab cd gegenüberliegende Punct. 
{Satmon pag. 133. Cremona art. 6.*>.) 

Beweis 1. Legt man durch uftcrf einen beliebigen Kegel- 
schnitt, schneidet damit die Curve in n, p, und mit der Ge- 
raden np in w, so muss, wenn es möglich sein soll, die 
gegebene Curve durch den Kegelschnittbüschel \abcd] und 
einen projectivischen StrahlbUschel zu erzeugen, m der Mit- 
telpunct des Letzteren sein. Nun kann man zur Peztsetzung 
der Projectivität noch zwei Strahlen und zwei Kegelschnitte 
beliebig annehmen [113,61,35]. Diese aber sind bestimmt, wenn 
man noch zwei Puncte n' und «" auf der Curve annimmt und 
durch jeden einen Strahl und zugleich den entsprechenden 
Kegelschnitt gehen lässt. Dann ist zu jedem Kegelschnitt der 
projectivisch entsprechende Strahl bestimmt, und umgekehrt. 
Zugleich aber ist durch die neun Puncte abcdnpmn n" auch 
die Curve 3. ü. eindeutig bestimmt; denn sollen durch die 
Puncte n,n" wirklich noch zwei Strahlen gehen, so dürfen 
n n" nicht mit m in gerader Linie liegen , und da nun 
a b c d u p auf einem Kegelschnitte sich befinden , so ist nach 
[223] durch obige neun Puncte nur eine Curve 3. 0. möglich. 
Demnach ist der Punct m in der That der Mittelpunct des 
Strahlbüschels, welcher mit dem Kegelschnittbüschel [a b c d\ 
gerade die gegebene Curve 3. 0. und keine andere erzeugt. 

Beweis 2. Bedeuten .4, B, C, D, E, lineare Ausdrücke, 
und k eine Coustante, so kann die Gleichung jeder Curve 3. O. 
auf unendlich viele Arten in die Form 

AC E = k B D F 

gebracht werden, weil diese Gleichung 13 Coiistanten enthält 
(jeder der linearen Ausdrücke A, B, etc. enthält zwei unab- 
hängige Constanten), während die Gleichung einer Curve 3. 0. 
schon durch 6 Constanten bestimmt ist. Wählt man nun die 
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Geraden A, H, C, D so, dass vier ilirer Durchschnitte die 
Puncte «, b, c, d sind, nämlich 

{Aß) = a, {Aß) = b, {CIl) = c, {CD) = d*), 
und setzt ausserdem 

(A’ F) = m, 

so geht die durch die vorige Gleichung dargestellte Ciirve durch 
diese Puncte hindurch. Nun wird aber ein durch a b c d gellen- 
der Kcgelschiiittbiischel durch 

AC = l B Ü 

dargestellt, wenn A einen veränderlichen Parameter bedeutet. 
Die Puncte, welche irgend einer dieser Kegelschnitte mit der 
Curve ausser abc d noch gemeinsam hat, müssen daher der 
Gleichung 



genügen und liegen daher stets auf einer durch ( E F) = m 
gehenden Geraden. (Hatmon. pag. 133 .) 

Beweis 3. (Fig. 20.) Man ziehe die Geraden ab, cd, 
und schneide damit die Curve in a und ß. Sei ferner m der 
Pnnct, in welchem die Ge- 
rade aß die Curve schneidet. 

Legt man nun durch abcd 
einenbeliebigeuKegelschnitt, 
bezeichnet mit n einen der 
weiteren Durchschnitte des- 
selben mit der Curve, und 
schneidet endlich die Curve 
mit der Geraden nm ia p, 
so hat man drei in gerader ^ 

Linie liegende Curvenpuncte 
a, ß, m, von welchen resp. 
die Secauten aab, ßcd, mnp ausgehen. Nach [22b] liegen 
daher ab cd np auf einem Kegelschnitte. Demnach ist p. 



•) Dies ist immer müglich, denn nachdem hierdurch vier Puncte und 
gleichzeitig acht Constanten bestimmt siud, kann man die übrigen fünf 
Constanteu so bestimmen, dass die Curve noch durch weitere fünf Puncte 
geht. 
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welcher der Auuahme nach mit um in einer Geraden liegt, 
der sechste Durchschnitt der Curve mit dem durch ah c d n 
gelegten Kegelschnitte, und die Gerade i\p geht durch m. Da 
aber ab, cd und also auch fest bleiben, so ändert auch 
m sich nicht, wenn man den durch a b c d gehenden Kegel- 
schnitt variirt. 

240. Aufgabe. Zu vier gegebenen Puncten «ft cd einer 
gegebenen Curve 3. 0. den gegenüberliegenden Punct m zu 
construiren. (Fig. 20.) 

Auflösung. Man schneide die Curve mit den Geraden 
ab, cd in a, ß, und mit der Geraden in m, so ist m der 
verlangte Punct. — Denn die Geraden ab, cd bilden einen 
Kegelschnitt des Büschels [n ft c d] [239, oder unmittelbar aus 
Beweis 3.] 

241. Fallen von den vier Puncten abcd je zwei zu- 
sammen, z. B. ac in a, und 
ftd in ft, so ist der gegen- 
überliegende Punct m der 
Tangentialpunct desjenigen 
Punctes a, in welchöm die 
Gerade ah die (!urve trifft. 
(Fig. 20.) — Denn dann 
fällt die Gerade cd auf ab, 
also auch ß auf a, und die 
Secante aß wird zur Tan- 
gente in «. 

242. Wenn ein Kegel- 
schvitt eine Curve 3. 0. in einem Puncte a vierpunctig be- 
rührt, so ist der diesen vier zusammenfalleuden Puncten gegen- 
überliegende Punct m der zweite Tangentialpunct [214] von a. 
Oder: Jeder Kegelschnitt, der eine Curve 3. 0. in einem 
l’uncte a vierpunctig berührt, schneidet die Curve in zwei 
Puncten n, p, deren Verbindungslinie durch den zweiten Tan- 
gential2)unct von a geht. {Sulmon. On curves of the Uiird Order. 
Phil. Trans, vol. 148. pag. 537.) — Denn lässt man in [241] die 
vier Puncte abcd in einen a zusammenfallen (Fig. 20), so 
fallen die Geraden a ft und c d beide in die Tangente in a. 
Demnach fallen auch die Puncte a, ß zusammen und zwar in 
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den Tangentialpunct von a. 
a ß m die Tangente der Curv 
gentialpunct von u oder d 
{Cremona. urt. Ü7 c.) 

243. Hat ein Kegel- 
sclmitt mit einer t 'urve 3. O. 
in einem Puncte a eine füuf- 
punctige Berührung, so liegt 
der sechste Durchschnitts- 
punct beider auf der Geraden, 
welche a mit dem zweiten 
Taugentialpuncte von a ver- 
bindet. — Aus [242], ( Fig.20), 
denn wenn auch noch n mit 
a zusammenfällt, so geht die 
Gerade npm in apm über. 
(Punrclet 1. c. [2J5] pag. 13.5. C 


Dadurch wird dann die Gerade 
; in K, und folglich m der Tan- 
zweite Tangentialpunct von a. 

Kig. 20. 



art. G7. c.) 


244. Nimmt man auf einer Curve 3. O. drei Puncte abc 
und einen vierten m beliebig aber fest an, und zieht durch 
m einen variablen Strahl, welcher die CJurve in n p schneidet, 
so trifft der durch die festen Puncte abc und durch n, p ge- 
legte variable Kegelschnitt die Curve in einem festen Puncte rf. 
Oder: Mau kann den Punct m stets als Mittelpunct eines 
ytrahl büscheis ansehen, der mit einem Kegelschnittbüschel, 
von welchem abc drei Basispuncte sind, die gegebene ( 'urve 
erzeugt; der vierte Basispunit ist dann der Punct d. 


Beweis 1. Wenn es möglich sein soll, die Curve durch 
einen Strahlbüschel [»»] und einen Kegelschnittbüschel, von 
welchem abc drei Basispuncte sind, zu erzeugen, so muss 
der auf die angegebene Art bestimmte Punct d der vierte 
Basispunct des Kegelschnittbüschels sein. Verfährt man nun 
ebenso wie in [239. Bew. 1], so wird durch die Annahme 
zweier weiterer Curvonpuncte n, n" gleichzeitig die Prqjecti- 
vität der beiden Büschel und die Curve 3. O. eindeutig Im- 
stimmt, sodass durch den Strahlbüschel [m] und den Kegel- 
schnittbOschel [a b c d] gerade die gegebene Curve 3. 0. er- 
zeugt wird. Demnach ist d wirklich der vierte Basispunct, 
und daher ein fester Punct der Curve. 
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Beweis 2. Stellt man die Curve, wie in [239] durch 
die Gleichung 

ACE = kliDF 

dar, indem man die gegebenen Puncte als die DurcliscliBitte 
{Afl) = a, {AD) = b, {CB)^c, {EF) = m 
annimmt, so hat jede durch m gehende Gerade die Gleichung 

E = X /•'. 

Die Durchschnitte derselben mit der Curve niilssen dann der 
Gleichung 

AC= FD 

genügen und daher auf einem Kegelschnitte liegen, der nicht 
bloss durch die Puncte {AF) = a, {AI))==ü, {CB) = c, 
sondern auch durch den festen Punct 
{CF) = d 

hindurch geht. 

Beweis 3. (Fig. 20.) Schneidet man die Curve mit ab 
in «, mit am in ß, mit ßc in d und legt durch m einen be- 
Ki*. 20 . liebigen Strahl, der die Curve 

in n , p trifft, so hat man 
drei in gerader Linie lie- 
gende Curvenpuncte m, a, ß, 
von welchen die Secanten 
miip, aab, ßcd ausgehen, 
daher [225] liegen tip ab 
cd auf einem Kegelschnitt. 
Demnach ist d der Punct, 
in welchem der durch abcnp 
gehende Kegelschnitt die 
Curve zum sechsten Male 
trifft. Aber mit ubc und m bleiben auch a, ß, d ungeändert; 
diiher bleibt d ein fester Punct, wenn man den Strahl mnp 
variirt. 

Zusatz. Der vier Curvenpuncten ab cd gegenüberlie- 
gende Punct m hat demnach die Eigenschaft, dass jeder durch 
a b c d gehende Kegelschnitt die Curve in zwei Puncten « p 
trifft, welche mit m in einer Geraden liegen [239 J, und dass 
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jede durch m gehende Gerade die C.'urve in zwei Puncteu n, p 
trifft, die mit a b c d in einem Kegelschnitte liegen. 

245. 8ind a b a drei Puncte einer Curve 3. 0. in gerader 
Linie, und zieht man durch den Tangentialpunct m eines der- 
selben, z. B. a, eine Gerade m n p, so schneidet diese die Curve 
in zwei Puncten n, welche auf einem Kegelschnitte liegen, 
der die (’urve in den beiden anderen Puncteu a und b be- 
rührt. 

Beweis 1. (Pig. 20.) Dieser Satz entsteht aus dem 
vorigen, wenn mau c mit r/, und ß mit a zusammenfallen 
lässt, wodurch m der Tangentialpunct von a wird. Dann 
fällt auch d mit b zusammen, und der durch abednp 
gehende Kegelschnitt verwandelt sich in einen, welcher 
durch «, p geht und die Curve in a und b berührt. 
{Cr^mona. art. 150.) 

Beweis 2. Bedeuten A, B, C, Ü, F lineare Ausdrücke, 
und k eine Constante, so kann die Gleichung einer Curve 
3. O. auf unendlich viele Arten in die Form 

ABC = kÜ'^F 

gebracht werden , weil diese Gleichung 1 1 Constanten enthält. 
Dann trifft jede der Geraden A, B, C die Curve da, wo diese 
von zwei mit Ü zusatnmenfallendeu Geraden getroffen wird, 
und ausserdem da, wo die Gerade /'die Curve schneidet. Also 
sind A, B , C drei Tangenten der Curve, deren Berührungs- 
puuete {AD) = rt, {B D) = b, {CD) = a auf der Geraden D 
liegen. Die Taugeiitialpuncte {AF), {BF), {CF) dieser Be- 
rührungspuncte aber liegen auf der Geraden F, welche daher 
die Begleiterin der Geraden D ist [230]. Sei m = {CF) der 
Tangentialpunct von «. Legt man durch diesen eine beliebige 
Gerade C — IF, so erhält man für die Durchschnitte der- 
selben mit der Curve die Gleichung 

Diese liegen daher auf einem Kegelschnitte, welcher die Ge- 
raden A und B in den Puncten {AD) = a und {B D) = b be- 
rührt. (Vgl. [131]). {Salmon. pag. 160.) 

246. Lässt man im Vorigen die Puncte u und p Zusam- 
menfällen, also im Allgemeinen die Secante mnp in eine 

DhuItgr, CurT«u dritter Ordnung. 10 
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Tangente übergehen, so wird inan auf einen mit [226] zu- 
sammenhängenden Satz gefülirt, nämlich: Sind aba drei 
Curvenpuncte in gerader Linie, und zieht man aus dem Tau- 
gentialpuncte m eines derselben, z. B. a, eine von m a ver- 
schiedene Tangente m n an die Curve, so wird diese in den 
drei Puncten «, h und « von einem Kegelschnitte berührt. 
(Vgl. [383, 542.]) 

Bemerkung. Das Zusammenfallen der Puncte n, p kann 
auch dadurch entstehen, dass ein Doppelpunct existirt, und 
die Gerade m n durch ihn hindurch geht. Dann liegt derselbe 
auch auf dem die Curve in n und b berührenden Kegel- 
schnitte. 

247. Sind a b c tl vier beliebige Curvenpuncte, m ihr 
gegenüberliegender Punct, und a b' c d ui die Tangential- 
puncte der vorhergehenden, so ist m' der gegenüberliegende 
zu d b' c d. 

Beweis, Schneiden die Geraden ab und cd die Curve 
in a und /3, so liegen a ß tn in gerader Linie [240]. Sind 
aber u und /T die Tangentialpunete von a und ß, so liegen 
auch fl' b' d und c d ß' in je einer Geraden [23f>| d. h. a 
und ß' sind die Schnitte der Geraden d b' und c d mit der 
Curve. Der gegenüberliegende zu d b' d d muss nun nach 
[240] mit d, ß' in einer Geraden liegen; aber da « ^ m eine 
Gerade bilden, so liegen auch d ß' m in einer Geraden, und 
daher ist m dieser gegenüberliegende Punct. (Mittheilung 
von Herrn Prof. Küpper.) 

248. Schneidet ein Kegelschnitt eine Curve 3. 0. in 
den sechs Puncten n b c d e f, so liegen die Tangentialpunete 
fl' b' cd cf der letzteren auf einem neuen Kegelschnitte. 

{Cremona. art. 45. b.) 

Beweis. Sind ;/) und m' die gegenüberliegenden Puncte 
zu resp. a b c d und d b' c d, so ist nach 1 247 j m gleich- 
zeitig der Tangentialpunct von m. Da nun m e f \n gerader 
Linie liegen [239], so liegen auch m' e' f in einer. Geraden 
[230], und folglich geht der durch d b’ c d c gelegte Kegel- 
schnitt auch durch f. [244. Zus. |. 
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§. 

*249. A ufgabe. Eine Curve 3. 0. nach folgenden Daten zu 
coustruireu. Gegeben seien drei Puncte der Curve in gerader 
Linie a d die Tangenten A Ä Ä' in diesen, die Tangen- 
tialpuncte a, d von a, d und irgend ein neunter Punkt k. 

Auflösung. Der Tangentialpunct d' von d' ist als 
Durchschnitt von ad mit A' ebenfalls bekannt [230], Zieht 
man ak und sucht nach [89] den Schnittpunct ^ dieser 
Geraden mit einem Kegelschnitte, der durch k geht und A, A" 
in d, d' berührt, so ist ß nach [245] ein Punct der Curve. 
Ebenso findet mau einen zweiten Curvenpunct ß' als Durch- 
schnitt der Geraden a' k mit einem Kegelschnitte, welcher 
durch k geht und A, A' in a, d' berührt; und einen dritten 
Curvenpunct ß” als Durchschnitt von a" k mit einem Kegel- 
schnitte, der durch k geht und A, A iu a, d berührt. Indem 
man jeden dieser Puncte ß, ß', /3" an Stelle von k treten 
lässt, kann man das Verfahren wiederholen und sich so viele 
Curvenpuncle verschaffen, als man will. [Saimon. pag. 160 .) 

rig. 21. 

A 



250. Aufgabe. Eine Curve 3. 0., welche drei reelle 
Asymptoten hat, nach folgenden Daten zu construiren. Ge- 
geben sind die drei Asymptoten A, A, A", die in gerader 
Linie [231] liegenden Durchschnitte a, d, «" derselben mit 
der Curve, und ausserdem ein Curvenpunct k. (Fig. 21.) 

10 * 
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Auflösung. Man ziehe durch und den einen ;der 
drei Asymptotendurchschnitte, z. B. a, eine Gerade und schneide 
damit die beiden anderen Asymptoten A', A" in r, r". Macht 
man daun auf dieser Geraden kr = r" (i, so ist /I ein neuer 
Curvenpunct. Ebenso findet mau einen zweiten Curvenpimct 
wenn man die Asymptoten A, A" mit u k in q, q” schnei- 
det und kq = q" ß' macht, und endlich einen dritten ß', in- 
dem man A, ^4' mit a" k in p, p schneidet und kp = p'ß" 
macht. Lässt man dann jeden der drei gefundenen Puncte 
ß ß' ß" an Stelle von k treten, so kann man sich so viele 
Gurvenpuncte verschalten, als mau will. (PHicker. System der 
anal. Oconi. pag. 1G7.) 


>'i». 21. 


A 



Beweis, ln diesem Falle liegen die Berühriingspuncte 
der Tangenten A Ä Ä' auf der unendlich fernen Geraden, 
und die Tangentialpuucte dor unendlich fernen Berilhrungs- 
punctc sind die Asymptotendurchschnitte u a a". Da nun 
nach [245] eine durch k und etwa « gezogene Gerade die 
Cun'e in einem Kegelschnitt schneidet, welcher durch k geht 
und die Tangenten A' A" in deren Berührungspuncten berührt, 
so muss hier dieser Kegelschnitt eine Hyperbel sein, welche 
Ä A" zu ihren Asymptoten hat. Schneidet aber eine Gerade 
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eine Hyperbel in k, ß und deren A.syinptoten in r', r", so ist 
kr = r'ß. 

251. (Fig. 22.) Seien a, a, n" drei in einer Geraden D 
liegende Curvenpuncte. Man lege in einem derselben, etwa 
in a, eine Tangente A an die Curve und durch die beiden 
anderen a', a" einen Kegelschnitt K, welcher die Curve in a 
und fl" berührt, sodass die Durchschnitte n, k, k' von A und 
h' mit der Curve ebenfalls in einer Geraden F liegen |241], 
Zieht man nun durch einen der beiden Durchschnitte des 
Kegelschnittes A' mit der Curve, etwa durch k, eine beliebige 
Gerade E, und schneidet mit dieser den Kegelschnitt A' in p, 
die Tangente A in q, die Gerade D in d, endlich die Curve 
in m und so ist der in Beziehung auf p, q zu d zugeord- 
nete harmonische Pimct h auch in Beziehung auf m und m 
zu d harmonisch zugeordnet. 


KiR. »2. 



Beweis. Bezeichnet man mit A — 0, ü = 0, /■’=(), 
A' = ti die Gleichungen der mit denselben Buchstaben be- 
zeichneten Linien, so hat im vorliegenden Falle die Gleichung 
der Curve die Form 

AK — D-F^Q, 

da 1) durch die Bcrflhrungspuncte von A und K mit der 
Curve, und F durch die übrigen Durchschnitte geht. Diese 
Form kann die Curvengleichung immer anuehmen, da man 
über 11 Constanten verfügen kann. Nun nehme man die 
Geraden E, F, I) der Reihe nach zu den Seiten .t, = 0, Xj = 0 
Xj = 0 des Fundameiitaldreiecks und setze 
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A = tf,x, a^Xj + a,X 3 
K = ax,’ + hx.,'^ -{■ cXjX^ -|- dx^x^ -f ex,.Cj, 

indem das Glied Xj* in dem Polynom k fehlen muss, weil 
dieser Kegelschnitt durch die Fundamentalecke X|=0, x., = tt 
hindurch geht. Die Gleichung der (’urve heisst nun 

AK — XjXj’ = 0. 

Setzt man darin .r, == 0, so erhält man die Gleichung 

.Tj [(ajXj + ajXj) (t/Xj + CX 3 ) — .<. 3 ’] = 0 , 

welche die von der Ecke / (x.^ = 0, x, = 0) nach den Punc- 
ten k, m, m gehenden Geraden F, M , M' darstellt. Ebenso 
erhält man die Gleichungen der von I nach k, p , q gehen- 
den Geraden F, P, Q, wenn man x, = 0 setzt in der Glei- 
chung A . K — 0, also 

X.J (a.,Xj -f aj.Cj) (i.i-., -f C.T3) = 0. 





Hg. n. 
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Da nun Xj == 0 die Gerade F darstellt, so ist 

— (ajX-3 -p a-jXf) (ÖX2 -p fXj) Xj-’ 

P. (j = (aj.r, -p ajXj) (fcXj + cx,) 

und daher 

.)/. M' == p.Q — X3’. 

Bezeichnet man nun noch mit y den Strahl Ih, wo h har- 
monisch zugeordnet ist zu d in Bezug auf p in q, so kann 
man setzen [59J 


, -QjgfcedpK-Cpogle 
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P = y-\-kx^ 0' = y~kx 3 . 

Durauü folgt 

P. 0 = y‘ — und daher M. M' = y’ — (A’ 1) .r,’; 

mithin ist 

= y + ;/A^+ 1 . .1/' = y - .T 3 

li. h. h und (I sind auch harmonisch zugeordnet in Beziehung 
auf m und m'. 

252. (Fig. 22.) Ist ./ eine Asymptote einejr Curve 3. 0. und 
zwar die reelle, wenn nur eine solche vorhanden ist, A' ein Kegel- 
schnitt, der die beiden anderen Asymptoten der Curve zn sei- 
nen eigenen Asymptoten hat, schneiden ferner A und A' die 
Curve in «, A, A', und zieht man durch einen der Puncte k 
oder k\ z. B. durch k, eine beliebige Gerade, welche A' und 
A in p und y, die Curve aber in m und m' schneide, so ist 
die Mitte von py zugleich die Mitte von mm', oder es ist 
mp = gm'. — Denn lässt man in [2.51] die Gerade D, welche 
durch die Berührungspunete von A und A' mit der Curve 
geht, ins Unendliche rücken, so rückt auch d ins Unend- 
liche, und daher fällt A gleichzeitig in die Mitte von pg und 
von mm'. 

253. Aufgabe. (Fig. 23.) Eine Curve 3. ()., welche 
n\ir eine reelle Asymptote hat, 
nach folgenden Daten zu con- 
struiren. Gegeben sei: die reelle 
.Asymptote A, nebst ihrem 
Durchschnitt a mit der Curve; 
eine Ellipse A, deren imagi- 
näre Asymptoten die der Curve 
seien, sowie ihre Durchschnitte 
k,k' mit der Curve (nach [241] 
müssen a k k' in gerader Linie 
liegend angenommen werden); 
sodann noch irgend ein Curveu- 
punct m. 

Auflösung. Man ziehe durch m und k,k', a drei Gerade; 
schneide K, A mit km \a p, g und mache gm' = mp\ ^mit 


Fig. 
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k m in p , q iiml nuiclie q m" = wi//; schneide endlich K mit 
um in p", q" und mache q" m'" = mp", so sind ///' /«" m’" drei 
neue ('iirvenpnnete. Lässt man diese nach und nach an Stelle 
von m treten und wiederholt die Construction, so kann man 
sich so viele Puucte ver.schaft'en als man will. {Plücker. System 
d. anal. (icom. pag. 172 ) 

Beweis. Für die aus k und k' gezogenen Geraden km 
und k'm folgt die Construction der auf ihnen liegenden Cur- 
Fig. iS. veupuncte tn und m” unmittel- 

Ä bar aus [252]. Der auf der 
Geraden um liegende (’urven- 
punct m"’ aber muss nach 1 245] 
auf einem Kegelschnitte liegen, 
der durch m geht, und die 
imaginären Asymjitoten der 
Curve zu seinen eigenen Asym- 
ptoten hat. Dieser Kegelschnitt 
ist also eine mit K concen- 
trische, ähnliche und ähnlich 
liegende Ellipse (S. u. a. Saimon. 
Anal, (ieometrie der Kegelschnitte, 
art. 276.) Alsdann aber muss 

24.) Eine (’urve 3. 0. nach fol- 
genden Daten zu construiren: 
Gegeben sei eine reelle A.sym- 
ptote A nebst ihrem Durch- 
schnitte u mit der Curve; zwei 
Curvenpuncte n, b, deren Ver- 
bindungslinie zu A parallel sei, 
und dann ein Kegelschnitt A', 
der die beiden anderen Asym- 
ptoten A', A'’ der Curve zu sei- 
nen eigenen Asymptoten habe. 
(Sind die letzteren reell, so 
kann mau sie selbst statt des 
Kegelschnitts A' als gegeben 
betrfichten, sind sie aber imaginär, so nimmt mau eine be- 
liebige Ellipse A' als gegeben an, deren Mittelpunct c dann 



deutsch von Fiedler. 2. Aufl. 
q"tn" — mp" sein. 

254. Aufgabe (Fig. 

Fig. 24. 
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den llurehscLiiitt der beiden Asyiuptoteii bildet. Uebrigeii.s 
brnueht von dieser Ellipse nur der Mittelpunct c, die 
Richtung der A.ven und da.s Axenverhältniss bekannt zu 
sein.) 

Auflijsung. Man lege durch a, b irgend einen Kegel- 
schnitt A'", der zu A' ähnlich und ähnlich liegend ist, ver- 
binde dessen Mittelpunct c mit c, und ziehe aus n eine Ge- 
rade, deren Richtung zu dem Durchmesser cc coiijugirt ist; 
dann schneidet diese Gerade den Kegelschnitt K’ in zwei 
Curvenpuncten «, p. Indem man den durch n, b gelegten zu 
A' ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitt A" variirt, 
kann man sich .so viele Curvenpuncte verschaffen, als man 
will. 

Beweis. Bezeichnet man mit i, i, i" die unendlich fer- 
nen Puncte der Asymjitoten A, Ä, A', so ist « der gegen- 
überliegende Puuct zu i"', wenn man in jedem der letz- 
teren zwei Puncte vereinigt denkt [241]. Daher liegen die 
Puncte n, p, in welchen eine durch u gehende Gerade die 
Curve schneidet, in einem Kegelschnitte A’", der die Asympto- 
ten Ä, A'' in t, t' berührt [245 j, d. h. der mit A' concentrisch, 
ähnlich und ähnlich liegend ist und daher c zum Mittel- 
puncte hat. {Sabnon. 1. c. [253]). Ausserdem aber ist « auch 
der gegenüberliegende Punct zu «, b\ denn sucht 

man diesen nach |240) auf, so [lat man die Durchschnitte 
der Curve mit i' i" und mit a b zu bestimmen, diese aber 
fallen beide in den Punct i, mithin ist der gesuchte gegen- 
überliegende Punct der Tangentialpunct von i, d, h. a. Dem- 
nach liegen die Puncte «, p auch auf einem Kegelschnitte A'', 
der durch i' , t' , a, b geht, d. h. der durch «, b geht und zu 
A' ähnlich und ähnlich liegend ist. Also ist np die Durch- 
schnittssehne zweier ähnlicher und ähnlich liegender Kegel- 
schnitte. Diese aber ist der Richtung nach conjugirt zu den 
die Mittelpuncte c und c verbindenden Durchmessern der 
beiden Kegelschnitte. *) 


*) Die AiiBfülirung dieser Construction ist freilieh noch iininer sehr 
mühsam, sie gestaltet sich aber ausserordentlich einfach, wenn die bei- 
den Asymptoten ä , A" imaginär, und ihre unendlich fernen Puncte t, i" 
die imaginären Krcispuncte sind. Denn daun verwandeln sich die ahn- 
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255. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ueuii 
Puncte abcdefff hi gegeben ist, zu vier derselben, ab cd, 
den gegenüberliegenden Punct m zu coustruiren. 

Auflösung. Mau betrachte ab cd als Basispuncte 
eines Kegelschnittbüschels und construire nach [90] die Tan- 
genten, welche die fünf resp. durch e, gehenden 
Kegelschnitte des Büschels in einem der Basispuncte z. B. 
in a berühren. Der so entstehende Tangeutenbüschel sei 
mit a [e f g K i') bezeichnet. Construirt man dann nach 
[130] den Punct m so, dass die Strahlen des Büschels 
{e f g h i) den eben erwähnten Tangenten der Reihe nach 
projectivisch entsprechen, so ist m der verlangte gegenüber- 
liegende Punct zu abcd. — Denn alsdann ist nach [113] der 
Strahlbüschel [m] projectivisch mit dem Kegelschnittbüschel 
[abcd], und beide zusammen erzeugen daher die gegebene 
Curve 3. 0. (Chasks. CouBtruction de la courbe du 3. 0. (Jomptefc 
renduB. Tome 36. pag. 951. — Cremona art. CG.) 

25Ö. Aufgabe. Wenn eine Curve 3.0. durch neun Puncte 
gegeben ist, und man nimmt einen davon als Mittelpunct eines 
Strahlbiischels und drei andere unter ihnen als Basispuncte 
eines Kegelschnittbüschels , so soll man den vierten Basis- 
punct des letzteren finden., so dass dieser mit dem Strahl- 
büschel zusammen die gegebene Curve erzeugt. • 

Auflösung. Seien 12345 m die gegebenen neun 
Puncte, und zwar bezeichne man mit m denjenigen, den man 
zum Mittelpunct des Strablbüschels, und mit pqr diejenigen, 
die rann zu Basisj)uncten des Kegelschnittbüschels wählt. 

lieben und übniieh liegendeu Kllipseu in Kreise, und diu Uuradu anp 
wird senkrecht auf er. (Vgl. j?chlömilch'8 Zeitschr. f. Math, Bd. 11. 
pag. 368.) ln diesem Falle hat diese Construction den Vorzug vor der 
in [253] niitgetheilten, dass die Curvenpuncte unahhilngig vou einander 
gefunden werden. Man erhält allerdings auf diese Art nur solche Cur- 
ven 3. 0., welche durch die imaginären Kreispuncte gehen, allein diese 
können sehr gut die Stelle allgemeiner Curven 3. 0. vertreten, ln der 
That sind die meisten Abbildungen, welche Plücker in dem „System 
der anal. Geom.“ gegeben hat, solche Curven 3. O. (vgl. System d. 
anal. Geom. pag. 170. Note.) 
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Man ziehe nun die Strahlen »» (1 , 2, 4, 5) und construire 

nach [209] den Punct x so, dass 

[Pfjrx\{\,-2,?>,^,h\ A /« (1, 2, 3, 4, 5) 

wird; daun ist x der gesuchte vierte Basispunct. Denn als- 
dann sind der Kegelschnittbüschel und der Strahlbüschel 
projectivisch und erzeugen daher die Curve 3. 0., welche 
durch die neun gegebenen Puncte geht. 

257. Aufgabe. Eine Curve 3. 0. zu construiren, wenn 
9 Puncte derselben gegeben sind. 

Auflösung 1. Seien ahcdefyhi die gegebenen 
Puncte. Man construirt zuerst nach |255] den zu irgend 
vier derselben, ah cd, gegenüberliegenden Punct m. Dann 
ist zugleich der dem Kegelschnittbüschel \a b c d^ projec- 
tivische Strahlbüschcl [ot] bestimmt. Man erhält daher be- 
liebig viele Curvenpuncte, wenn man die Durchschnitte be- 
liebiger Strahlen mit den ihnen entsprechenden Kegelschnitten 
aufsucht. Ist z. B. mx irgend ein Strahl des Büschels [m], 
und hat man etwa den Tangentenbüschel in a zur Construc- 
tion von m benutzt, so construirt mau nach [91 j den zu 
mx in dem Büschel [a] entsprechenden Strahl ax' und be- 
stimmt nach [92| die Durchschnitte der Gera<len mx mit 
dem Kegelschnitte, welcher durch a b c d geht und ax' in a 
berührt. {ChutUs. I. c. [255] pag. B51. Cremona art. <>6.) 

Auflösung 2. Die gegebenen Puncte seien pyrl'2'64öm. 
Mau ziehe von einem derselben, m, Strahlen nach fünf an- 
deren, 1,2,3, 4, 5, wähle die drei übrigen p (/-r als Basis- 
puncte eine.s mit dem Strahlbüschel m (1, 2, 3, 4, 5) projec- 
tivischen Kegelschuittbüschels imd constniire nach 1 209] den 
vierten Basispunct x des letzteren so, dass die Kegelschnitte 
[pqrx] (1, 2, 3, 4, 5) den Strahlen m (1, 2, 3, 4, 5) der Reihe 
nach projectivisch entsprechen; dann erhält man beliebig 
viele Curvenpuncte, wenn man die Durchschnitte jedes Strahls 
mit dem ihm entsprechenden Kegelschnitte aufsucht. Man 
wird daher an den Kegelschnitten \pqrx\ (1, 2, 3, 4, 5) die 
Tangenten in einem der Basispunct«, z. B. in p, construiren 
(drei genügen schon um die Projectivität festzusetzen). Ist 
nun mz irgend ein Strahl des Büschels [m], so construirt- 
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man tlcn diesem enisiireclieiulen /);' in dem Taiigeiitenbii.schel 
I />] und .sucht nach [02) die Durclischnitte von mz mit dem- 
jenigen Kegelsclinitte auf, welcher durch pqrx geht und pz' 
in p berührt. 

258. Aufgabe. Wenn eine Gurve 3. 0. durch neun 
l'uncte gegeben ist, in einem derselben, a, die 'l'ungente an 
die Curve zu conslruiren. 

Auflösung 1. Man wühle unter den gegebenen Punc- 
tcn ausser u noch drei Puncte h, c, d au.s und construire zu 
diesen nach [255] den gegenüberliegenden Punct m. Dadurch 
erhält man zugleich den Tangentenbüsehel [ö] und den ihm 
jirojectivischen Strahlenbüschel |»?|. Bestimmt man nun in 
[«] nach |91| denjenigen Strahl at, welcher dem Strahle ma 
in [m j cntsjiricht, so ist at die verlangte Tangente. — Denn 
at ist alsdann die Tangente desjenigen Kegelschnitts, welcher 
die Curve in a berührt [238]. (Clunks. 1. c. [ 25 . 5 ] pag. ysi.) 

Auflösung 2. Man wühle unter den gegebenen nenn 
Puncten drei von a verschiedene p, <j , r aus, und construire 
nach [256 1 den Punct x so, dass der Kegelschnittbüschel 
\pqrx\ mit dem Strahlbüschel [«] die gegebene Curve er- 
zeugt. Bestimmt man nun in dem Letzteren den Strahl at 
so, dass er dem Kegelschnitt pqrxa projectivisch entspricht, 
was mit Hülfe der Tangenten geschieht, die die Kegelschnitte 
des Büschels in einem Basispunct berühren, so ist at nach 
[237] die verlangte Tangente. 

250. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch neun 
Puncte gegeben i.^^t, so sollen die Durchschnitte derselben mit 
einer gegebenen Geraden G bestimmt werden. 

Auflösung. Man bestimmt mit Hülfe der gegebenen 
neun Puncte entweder nach [255] oder nach [256] einen Kegel- 
schnittbüschel \a b c d] und den ihm projectivischeu Strahl- 
büschel [/«], welche durch die Durchschnitte ihrer entspre- 
chenden Elemente die gegebene Curve erzeugen. Alsdann 
bilden auf der Geraden G die Durchschnittspaare p, p' der 
Kegehschnitte des Büschels [a b c d] eine Involution [115], und 
die Durchschnitte v der Strahlen des Büschels [/«] eine dieser 
Involution projectivische Punctreihe. Es koranvt nun darauf 
an, diejenigen Puncte der Geraden G zu finden, in denen einer 
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der Puncte fi mit dem ihm entsprechenden Punct v zusammen- 
fiillt, denn durch einen solchen Punct geht gleichzeitig ein 
Kegelschnitt des Büschels [abcd~\ und der ihm entsprechende 
Strahl des Büschels [m], und daher gehört ein solcher Punct 
auch der Curve 3. O. an. Zieht man von m Strahlen nach 
den Puncten fc, ji', so erhält man in m eine Strahleninvolu- 
tion, deren Paare «(ft, ft') den Strahlen mv projectivisch ent- 
sprechen, und man hat nun die Geraden zu finden, in denen 
einer der Strahlen m ;t mit dem ihm entsprechenden Strahle 
mv zusammenfiillt. Zu diesem Ende lege man durch m einen 
beliebigen Kegelschnitt S (am einlachsteu einen Kreis) und 
schneide mit demselben die Strahlenpaare «(ft, ft') in den 
Punctcpaaren k, a, dann schneiden sich die Verbindungslinien 
ua je zweier Puncte desselben Paares nach [120] in einem 
Puncte ]) und bilden einen Strahlbüschel, dessen Strahlen 
pua den Paaren «(fi,ft') der Involution nach [127] projectiviscli 
entsprechen. Da nun aber die letztere mit dem Strahlbüschel 
[«] projectivisch war, so sind auch die beiden Strahlbüschel 
[p] und [«] projectivisch und pcca, mv entsprechende Strahlen, 
Diese beiden Strahlbüschel erzeugen nach [85] durch die 
Durchschnitte ihrer entsprechenden Strahlen einen Kegelschnitt 
A', welcher durch « und p geht, und da m schon dem Kegel- 
schnitt S angehört, diesen letzteren noch in drei Puncten 
«I c(j Cj trifft. Betrachtet man einen dieser Puncte z. B. 
so entsprechen einander, da ct, auf K liegt, die Strahlen 
und m«^ (als eine specielle Lage von mv)\ aber da a, auch 
auf S liegt , so entspricht der Strahl p (t, (wo den 
zweiten Durchschnitt von p a, mit S bedeuten möge) auch 
dem Involutiouspaare m{a^, a^) [127], d. h. ma^ tritt auch als 
eine specielle Lage von m p auf, mithin fällt auf « «, sowohl ein 
Strahl mp, als auch der ihm entsprechende « v. Da nun das 
nämliche auch von und «j gilt, so hat man nur die Strah- 
len «(« 1 , e,, a.^) zu ziehen, und mit diesen die Gerade G in 
fi, fi., fij zu schneiden, so sind dies die gesuchten Durch- 
schnitte von G mit der Curve 3. 0. (C/iasles. Note sur les courbes 
de ordre etc. Comptcs rendus. Tome 41. pag. 1194.) 
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260. Sind ahcdefgh 'i die neun Durcbschnittspuucte 
zweier Curven 3. ü., so geht der Kegelsclinitt, welcher durch 
fünf derselben, z. B. e f y h i bestimmt ist, durch die Puncte 
;« und nt, welche den vier übrigen ah c d resp. in den 
beiden Curven 3. 0. gegenüberliegen. {Ptücker. Alg. Curven. 

pag. 66.) 

Beweis. Die eine Curve 3. D. ist der geometrische Ort 
der Durchschnitte des Kegelschnittbüschels [a h c d] mit dem 
Strahlbüschel [w], die zweite Curve 3. O. der geometrische 
Ort der Durchschnitte desselben Kegelschnittbüschels mit dem 
Strahlbüschel [///']. Da nun die beiden Strahlbüschel demsel- 
ben KegelschnittbUschel jirojectivisch sind, so sind sie unter 
einander projectivisch, und daher [85] erzeugen ihre Durch- 
schnitte einen Kegelschnitt A', der durch m, m hindurch geht. 
Derselbe Kegelschnitt geht aber auch durch die fünf Puncte 
efyhi. Denn betrachtet man z. B. den durch e gehenden 
Kegelschnitt des Büschels [nficrf], so entspricht diesem so- 
wohl der Strahl m e, als auch der Strahl m'e, weil e auf jeder 
der beiden Curven 3. 0. liegt. Daher sind m c und me auch 
zwei entsprechende Strahlen der Büschel |w] und [m’\. Mit- 
hin [85] liegt ihr Durchschnitt c auf dem Kegelschnitte K. 
(J'rcmona. Cve. piane art. 67.) 

261. Aufgabe. Von zwei Curven 3. 0. seien vier ge- 
meinschaftliche Puncte ah c d und ausserdem von jeder noch 
fünf Puncte gegeben; man soll den Kegelschnitt construiren, 
welcher durch die übrigen fünf Durchschnitte der beiden Cui'- 
ven 3. O. geht. 

Auflösung. Man construire nach [255] die Puncte m, m', 
welche a h c d in den beiden Curven 3. 0. resp. gegen- 
überliegen. Diese Construction liefert zugleich die beiden 
nach [260] einander projectivischen Strahlbüschel [w] und 
[ot'], deren Durchschnitte den gesuchten Kegelschnitt be- 
stimmen. 

262. Die Auflösung der vorigen Aufgabe gestaltet sich 
einfach in dem Falle, wenn die zwei Mal fünf Puncte, welche 
nebst a h c d die beiden Curven 3. O. bestimmen, und die 
mit a ß y ö f und «' ß' y' d' e' bezeichnet werden mögen, so 
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liegen, dass sich jeder auf einer der sechs durch die Puncte 
a b c d gehenden Geraden befindet. — Wenn z. B. (Fig. 25) 
liegt 

u, a auf ab ß> ß' !»uf c d 

y, y auf ac d , d' auf bd 

i' auf ad f auf h c 

so erhält man die Puncte m, nt als die Durchschnitte 
{ttß, y S)== m («' ß', y d') = m', 


Fig. !ö. 
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denn jetzt sind a ß und y S die Durchschnitte der einen Curve 
und er' ß' und y 6' die der anderen Curve mit den aus den Ge- 
radenpaaren ab, cd und ac, bd bestehenden Kegelschnitten. 
Da nun diejenigen von m und m' ausgehenden Strahlen, welche 
das nämliche durch a b c d gehende Geradenpaar in Ciirven- 
■puncten durchschneideu, diesem Geradenpaar als einem Kegel- 
schnitte und daher unter sich projectivisch sind, so findet man 
zur Bestimmung des gesuchten Kegelschnitts ausser m und m 
noch die Puncte 

{aß,aß')=p (yö, y'd') = f/, (w £, w' f') r. 

263. Sind ab c d a ß y d acht Durchschnitte zweier Cur- 
ven 3. 0. ti und v, und m und g die Puncte, welche in u 
den Puncten abcd und aßyS resp. gegenüberlicgen, so 
ist der neunte Durchschuittspunct x der beiden Cur>en «, v, 
durch welchen also [219| alle Curven 3. 0, hindnrebgehen. 
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die durcli die gej^ebeneii acht Puncte gelegt werden können, 
derjenige Punct, in welchem die Gerade m (i die Curve 
ti trifft. 

Beweis. Man kann hier die Curve u auf doppelte Weise 
erzeugt denken, einmal durch die Büschel [a b c <]\ und [w], 
und dann durch die Büschel [k /3 y d| und [u]. Ist a’ nun der 
neunte Durchschnittspunet der beiden Curven n und v, so 
geht nach [260] der Kegelschnitt a ß y 6 x durch m, weil m 
den Puncten a b c d in ii gegenüberliegt, und a ß y d x die 
fünf übrigen Durchschnitte der beiden Curven u und v sind. 
Dieser Kegelschnitt i.st daher zugleich der durch ni gehende des 
Büschels [n ß y d], luithm liegen nach [244. Zus.] seine beiden 
Durchschnitte m , .r mit der Curve u in gerader Linie mit (i. 
[Crcmuna. Cvc. plane art. 07. b. — Hart. Constructiou by tbc ruler 
alone to deterniine the uiiiUi point of intersection of two curvcB of the 
tbird degree. Cambr. and Dubl. matb. Journ. vol. 0. 1851. pag. 181.) 

2G4. Aufgabe. VV’enn acht Puncte ab cd « ß y d 
gegeben sind, den Punct x zu construiren, in welchem 
sich alle durch die gegebenen Puncte gehenden Curven 3. O. 
schneiden. 

Auflösung. Man nehme, um eine der Curven 3.0. zu 
bestimmen, noch einen neunten Punct k beliebig au, etwa 
den Durcbschnitt der Geraden a b und « ß. (Sollten die 
Punctepaare a b und « ß jedes zufällig auf einem durch 
cd yd gehenden Kegelschnitte liegen, so würde nach [222] 
k schon der gesuchte Punct x sein). Mit Hülfe dieses Punctes 
bestimmt man nach [2.%] die Puncte m und p, welche resp. 
a b c d und a ß y ö gegenüberliegen. Alsdann hat man den 
Kegelschnitt des Büschels [a b c d] aufzusuchen, welcher durch 
ft geht, (oder auch den des Büschels [a ß y d], welcher durch 
m geht) und den zweiten Durchschnitt desselben mit der Ge- 
raden m ft zu bestimmen. Dieser ist nach [263] der gesuchte 
Punct X. 

2()5. Haben zwei Curven 3. O. in zwei Puncten n und a 
eine vierpunctige Berührung, so liegt ihr neunter Durch- 
schnittspunct x auf der Geraden, welche die zweiten Tangen- 
tialpuncte von a und a verbindet. (Dabei ist es gleichgültig, 
auf welcher der beiden Curven diese zweiten Tangentialpuncte 
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genommen werden , der Punet x ist daher der Durchschnitts- 
punct der beiden so bestimmten Geraden). — Aus [263]; denn 
fallen ah c d in a, und a ß y d in a zusammen, so fallen nach 
[242] die gegenüberliegenden Puncte m un3 (i in die zweiten 
Tangentialpuncte von a und «. (Cremona. Cve. piane. art. 67, d.) 

266. Alle Curven 3. 0., welche mit einer gegebenen 
Curve 3. 0. in einem Puncte a eine achtpunctige Berührung 
haben , schneiden die letztere in dem dritten Tangentialpuncte 
von a. — Denn fallen in [265] auch noch a und a zusammen, 
so fällt auch fl auf m ; daher wird die Gerade m (i x Tangente 
in 7«, und x der Tangentialpunct von m, d. h. [242] der dritte 
Tangentialpunct von a. (^almon 1. c. [242] pag. 540. Cremona. Cve. 
piaiie. art. 67. d.) 


Dritter Abschnitt. 

Die gerade und die conische Polare eines Functes. 

§. 1 . 

267. Jeder Punet der Ebene hat bezüglich einer Curve 
3. 0. eine erste Polare, welche ein Kegelschnitt ist, und daher 
conisch.e Polare heisst; und eine zweite Polare, welche 
eine Gerade ist, und daher gerade Polare heisst [171]. Be- 
züglich der Curve « = 0 ist bei veränderlichen y,- die Gleichung 
der conischen Polare eines Piinctes x 
z/j.(«y) = 0 oder 

und ilie Gleichung der geraden Polare des Punctes x 
(wy) = 0 oder = 0. 

Daher ist sowohl die conische als auch die gerade Polare jedes 
Punctes eindeutig bestimmt, nur wenn dieser ein Doppelpunct 
der Curve 3. 0. ist, ist [176] seine gerade Polare ganz un- 
bostiinmt, während [181] seine conische Polare aus dem Tan - 
genteii])aare in dem Doppeljmncte besteht*). 


*) Für einen dreifachen Piinct einer Curve .S. O. iet auch die conische 
Polare uubestiiiinit. 
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268. Die conischc Polare jedes auf der Hesse’schen Curve 
Hegenden Punctes, und nur eines solchen, besteht aus einem 
tieradenpaare [18^, welches das polare Geradenpaar des 
Punctes genannt werden soll. 

269. Die gerade Polare eines auf der Fundamentalcurve 
liegenden Punctes a: ist die Tangente in diesem Puncte [HGj; 
die conische Polare von x geht durch diesen Punct und be- 
rührt in ihm die Fundamentalcurve [177]. 

270. Aus jedem Puncte der Ebene gehen sechs Tangenten 
an eine Curve 3. 0. ohne Doppel- oder Rückkehrpunct, otler 
diese ist von der sechsten Classe [186]. Hat die Curve einen 
Doppelpunct, so ist sie nur von der vierten, und hat sie einen 
Rückkehrpunct, von der dritte Classe [188]. In allen Fallen 
sind die Berührungspuncte Durchschnitte der Curve mit der 
conischen Polare des Punctes, von welchem aus die Tangenten 
gelegt sind [182|. Die conische Polare jedes Punctes geht 
ausserdem durch die Doppel- oder Rückkehrpuncte, falls solche 
existiren [179], und berührt die Tangente in einem Rückkehr- 
puncte [180]. 

271. Die conische Polare eines Wendepunctes besteht aus 
zwei Geraden, von denen die eine die Wendetangente ist. — 
Denn der Wendepunct liegt auf der Hesse’schen Curve [155], 
und ausserdem berührt die conische Polare die Curve in dem 
Wendepuncte [269]. 

272. Aus einem Puncte der Curve gehen ausser der 
Tangente in diesem Puncte selbst noch vier Tangenten an 
die Curve (wenn ein Doppelpunct existirt, zwei, bei einem 
Rückkehrpuncte eine [187, 188]). Ist der Punct aber ein 
Wendepunct, so gehen nur drei Tangenten an die Curve, weil 
die conische Polare dann aus der Wendetangente und einer 
Geraden besteht, die letztere aber die Curve nur in drei 
Puncten durchschneidet [270, 271]. Als vierte Ij^ngente ist 
dann die Wendetangente zu betrachten. 

273. Geht die gerade Polare eines Punctes x durch einen 
Punct tj, so geht die conische Polare von y durch x-, und 
umgekehrt [173]. 

274. Die gerade Polare eines Punctes x in Bezug auf eine 
Curve 3. O. ist zugleich die Polare von x in Bezug auf den 
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Kegelschnitt, welcher die couischc Polare von x bezüglich 
der Curve 3. 0. bildet [174]. 

275. Sind J und ß die conischen Polaren zweier Piincte 
rt und b bezüglich einer Curve 3. 0., so ist die J’olare des 
Punctes a in Bezug auf den Kegelschnitt li identisch mit der 
Polare des Punctes b in Bezug auf den Kegelschnitt ^/. — 
Aus [175] für r = 1 und s = 1. 

Da die Polare eines Punctes in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt die Gerade ist, welche die Berührungspuncte der aus 
jenem Puncte an den Kegelschnitt gelegten Tangenten ver- 
bindet [96], so lässt sich dieser Satz auch so aussprechen: 
Zieht man aus a die beiden Tangenten au B, und aus b die 
beiden Tangenten an y/, so liegen die vier Berührungspuncte 
in einer Geraden. Diese Gerade heisst die gemischte ge- 
rade Polare der Puncte a und b. (Cremona. Cve. piane. art. 
130. b.) 

276. Sei B die conische Polare eines Punctes b, C die 
conische Polare eines Punctes c, und a ein dritter Punct. 
Wenn nun die Polare von a bezüglich des Kegelschnittes B 
durch c geht, so geht die Polare von a bezüglich des Kegel- 
schnittes C durch b. (Cremonn. Cve. piane. art. 69. d.) 

Beweis. Bei veränderlichen y,- ist die Gleichung der 
conischen Polare B von b nach [267] 

== z/* [Uy) = 0, 

und die der conischen Polare C von c 

Cy = (i/y) = 0. 

Dann ist die Polare von a bezüglich B in veränderlichen z,- 
( 7?.) = z/j {/!,. {«„) ) = 0, 
und die Polare von a bezüglich C 

z/,(C,) = z/, (z/,(u„)) = 0. 

Geht nun die erstero durch c, so gilt 
z/.(z/*(«„)) = 0. 

Da aber hieraus nach [3] auch 

= 0 

folgt, so geht die Polare von a bezüglich C durch b. 

277. Zieht man durch irgend einen Punct x auf einer 

11 * 
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Curve 3. 0. « == 0 Secanteu , welche die Curve in z und z" 
schneiden, und bestimmt auf jeder den bezüglich z' und z" 
zu X zugeordneten harmonischen Funct y, so ist der geome- 
trische Ort des Punctes y, wenn die Secante sich um x dreht, 
die conische Polare von x. 

Beweis. Sind x, y, z drei in gerader Linie liegende 
Puncte, so besteht zwischen ihren Coordinaten [19] die Re- 
lation 

== y. • + ^ *.•> 

wo A eine Constante bedeutet. Liegt z auf der Curve, so 
erhält man, wenn man diese Ausdrücke in die Gleichung i/=0 
substituirt, nach [4] 

0 = «V + -f ^ 

Liegt nun x auch auf der Curve, so verschwindet z/j’ («,,), 
weil nach [5] =1 .2.3.?/,, und ?/, = 0 ist. Da- 

durch verwandelt sich die vorige Gleichung in 

0 = t/j, -f Az;,(i/j,) + 

und die Wurzeln A derselben gehören den beiden Puncten z' 
und z" an, in welchen die Secante x y die Curve ausser in x 
noch schneidet. Sollen nun aber z', z" harmonisch zugeordnet 
sein in Bezug auf x,y, so müssen nach [25] die beiden Wur- 
zeln A gleich und entgegengesetzt sein. Dazu ist erforderlich 
und hinreichend, dass 

= 0 

ist. Für veränderliche y,- aber stellt die.se Gleichung die co- 
nische Polare des Punctes x dar [2ö7]. 

278. Hieraus folgt auch sogleich der umgekehrte Satz: 
Schneidet eine durch einen Curvenpunct x gelegte Gerade die 
Curve in /, z" , und die conische Polare von x in y, so sind 
xy, z' z” zwei Paare harmonisch zugeordneter Puncte. 

279. Ist X ein Wendepunct, so ist der geometrische Ort 
der Puncte y, welche in Beziehung auf die Puncte z', z", in 
denen eine durch x gehende Gerade die Curve schneidet, zu 
.?• harmonisch zugeorduct sind, eine gerade Linie, welche die 
harniunischc l’olare des Wendepunctes heisst. (.WnWnmin. I. 

c. [2.10] paR. 228. finlmnn. paR. 140. Cremonn. art. .'19. c.) — Denn in 
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diesem Falle besteht die coiiische Polare von x aus der Wende- 
taugente und einer zweiten Geraden [271]. 

280. Mithin: Die conische Polare eines Wendepunctes 
besteht aus der Wendetangente und der harmonischen Polare 
des Wendepunctes; und: Die harmonische Polare eines Wende- 
punctes schneidet die Curve in den Berührungspuncteu dei* 
drei aus dem Wendepuncte an die Curve gehenden Tangenten 

[272] . 

281. Ist C die conische Polare eines Punctes c, so schnei- 
den sich die geraden Polaren aller auf C liegenden Puncte g 
in dem Puncte c; und umgekehrt: Der geometrische Ort aller 
Puncte g, deren gerade Polaren sich in einem Puncte c 
schneiden, ist ein Kegelschnitt, nämlich die conische Polare 
von c. — Denn geht die conische Polare von c durch g, so 
geht die gerade Polare von g durch c; und umgekehrt 

[273] , 

282. Z« einer conischen Polare C bezüglich einer Curve 
3. Ü. gehört nur ein einziger Pol c. 

Beweis. Sind g und g' zwei beliebige auf P liegende Puncte, 
so gehen ihre geraden Polaren G und G' beide durch c (273j. 
Diese beiden Geraden sind durch g und g' vollkommen be- 
stimmt [2G7]. Wäre nun C gleichzeitig die conische Polare 
eines andern Puncts c, so müssten die Geraden G und G' auch 
durch c gehen [273|, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

283. Nicht jeder Kegelschnitt ist eine conische Polare 
in Bezug auf eine gegebene Curve .3. 0.; sondern damit ein 
durch fünf Puncte bestimmter Kegelschnitt eine conische Polare 
sei , ist nothwendig und hinreichend , dass die geraden Polaren 
dieser fünf Puncte sich in einem Puncte schneiden, welcher 
dann der Pol der conischen Polare ist. — Aus [281]. 

284. Die conischen Polaren aller Puncte, die auf der- 
selben Geraden liegen, schneiden sich in den nämlichen vier 
Puncten, bilden daher einen Kegelschnittbüschel. — Aus [193]. 

286. Jede Gerade G ist eine gerade Polare bezüglich 
einer gegebenen Curve 3. 0. m = 0 und hat als solche vier 
Pole, d. h. §s giebt vier Puncte, welche die Gerade G gleich- 
zeitig bezüglich « zur geraden Polare haben. Diese vier 
Puncte sind die Basispuuete des Kegelsclinittbüschels , der ^ 


Digitized by Google 



]6(! Curven dritter Ordnung. [285. 

von (len cüuisehen Polaren der auf G liegenden Puncte ge- 
bildet wird. — Aus [192]. 

2H<>. Hat die Curvc 3. (). einen Doppelpunct, so hat jede 
Gerade diesen zum Pol und ausserdem noch drei Pole, da 
sümmtliche conische Polaren durch den Doppelpunct gehen 
[270], und die gerade Polare des Doppelpuncts unbestimmt 
ist [267]. 

Hat die Curve einen Iliickkehrpuuct, so fallen für jede 
Gerade G zwei Pole in den Riickkehrpunct, und die Gerade 
hat ausserdem noch zwei Pole. Denn sümmtliche conische 
Polaren berühren die Kückkehrtangente in dem Rückkehr- 
puucte [270], und daher haben die couischen Polaren der auf 
G liegenden Puncte ausserdem nur zwei Puncte gemeinsam. 

Besteht die Curve 3. O. aus drei Geraden, so hat jede 
andere Gerade G ausser den drei Durchschnitten der ersteren 
nur einen Pol. Denn sümmtliche conische Polaren gehen 
durch die von den Durchschnitten der drei Gerad«n gebildeten 
Doppelpuncte [270], und daher haben die conischen Polaren 
der auf G liegenden Puncte ausserdem nur noch einen Punct 
gemeinsam. 

287. Die conischen Polaren aller Puncte der Ebene be- 
züglich derselben Curve 3. O. bilden ein Kegelschnittnetz. 
[190]. 

288. Alle conischen P(daren in Bezug auf dieselbe Curve 
3. O., welche durch denselben Punct hindurchgehen, bilden 
einen Kegelschnittbüschel [197], und die vier Basispuucte des 
letzteren sind die Pole einer und derselben Geraden. — Denn 
ist G die gerade Polare von < 7 , so liegen die Pole aller durch 
<7 gehenden couischen Polaren auf G [273], und daher bilden 
[284] diese einen Büschel, dessen Basispunctc die Pole von G 
sind [28.b]. 

289. Durch zwei beliebig gewülilte Puncte g und g geht 
im Allgemeinen nur eine einzige connsche Polare, nümlich 
diejenige, deren Pol der Durchschnitt der geraden Polaren 
von g und g ist. (S. auch [198].) Sind aber g und g' zwei 
Pole derselben Geraden G , so gehen unendlich viele conische 
Polaren durch diese Puncte und bilden einen Kegelsclmitt- 
bUschel, nümlich alle diejenigen, deren Pole auf G liegen. 
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§. 2 . 

21M). Die gerade Polare eines Punctes a in Bezug auf 
eine aus drei Geraden II Ul , III I, III bestehende Curve 
3. 0. schneidet diese Geraden in drei Puncten l, m, n, welche 
in Bezug auf die Puncte II III , III 1 , I II, resp. harmonisch 
zugeordnet sind zu den Puncten a, ß, y, in welchen die Ge- 
raden I a, II a, III a die gegenüberliegenden Seiten des Drei- 
eckes I II III treffen. (Fig. 8.) 

Beweis. Nimmt man 1 II III zum Fundamentaldreieck, 
so ist die Gleichung der Curve 

u = — 0. 

Für veränderliche y,- ist dann die Gleichung der geraden Polare 
eines Punctes a; nach [267] 

= XjXjy, -f x,», yj -1- .T, x,!/3 == 0 



Nennt man also n, fi.j die Coordinaten von a, und bezeich- 
net die veränderlichen Coordinaten wieder mit x,, so ist die 
Gleichung der geraden Polare von a 

a^a^.Cj—0 oder ^ 

Diese Gerade aber hat nach [80] die behauptete Eigenschaft. 

(Sa/mon. pag. 1-49.) . 

Anmerkung. Liegt der Punct a auf einer der drei 
Geraden, z. B. auf / II, d. h. ist «3 = ü, so verwandelt sich 
die Gleichung der geraden Polare in 3:3 = 0; diese fällt 
also daun mit der Geraden zusammen, auf welcher a liegt. 

Zusatz. Fallen von den gegebenen Geraden zwei in 
eine zusammen, so geht die gerade Polare jedes Puncts durch 
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den Durchscluiitt der beiden übrig bleibenden Geraden. — 
Denn fallen z. 13. zwei Gerade mit = 0 zusammen, und 
ist die dritte x^ = 0, so heisst die Gleichung der Curve 
n = x^ Xj’ = 0; daher wird die Gleichung der geraden Po- 
lare von X in veränderlichen ijr. +2x, .rjy.,=0, also 
die eines Puuetes a bei veränderlichen .t,- 
OjX, + 2a, Xj = 0; 

diese geht mithin durch den Durchschnitt der Geraden x,=0 
und X.J = 0. 

291. Aufgabe. Die gerade Polare eines gegebenen 
Puncts a in Bezug auf eine aus drei Geraden II III ^ III I, 
I II bestehende Curve 3. 0. zu construiren. 

Auflösung. (Fig. 8.) Man ziehe die Geraden la, Ila, 
lila und schneide mit ihnen die tjen Ecken / II III gegen- 
überliegenden Seiten dieses Dreiecks in «, ß, y; man schneide 


rig. 8. 



sodann mit den Geraden ßy, y«, aß die jedesmalige dritte 
Seite in l, m, n, so liegen diese drei Puncte in einer Gera- 
den, welche die verlangte Polare ist. — Aus (2!X)] in Ver- 
bindung mit [80]. 

292. Aufgabe. Zu einer gegebenen Geraden .4 in 
Bezug auf eine aus drei Geraden II III, III /, I II bestehende 
Curve 3. 0. den zugehörigen Pol [286 j zu construiren. (Fig. 8.) 

Auflösung. Sind /, m, n die Durchschnitte der Ge- 
raden A mit den Seiten II III, III /, / II, so bestimme man 
die zu l, m, n in Beziehung auf die Ecken des Dreiecks / II III 
zugeordneten harmonischen Puncte «, ß, y und ziehe la, II ß, 
Uly, so schneiden sich diese drei Geraden in dem gesuchten 
Pole a. (Man braucht natürlich nur einen der drei Puncte 
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nr, ß, Y zu bestimmen, denn hat man z. B. k bestimmt, so ist 
ß = («M, III I) mul dann « = (/«, ///?)). — Aus [21)0j in 
Verbindung mit [80]. 

293 . Zieht man durch einen Punct n zwei Transver- 
salen , welche eine Curve .3. 0. ti = 0 resj». in den Puncten 
b b' b" und c c c" schneiden, und zieht ferner die Geraden 
hc, b'c', b"c" (wobei diese Puncte in beliebiger Weise combi- 
nirt werden können), so ist die gerade Polare des Punctes a 
in Bezug auf diese drei Geraden zugleich die gerade Polare 
von a bezüglich der Curve u. 

Beweis. Aus [172], denn die Geraden bc,h'c’,b"c' bil- 
den eine Curve 3. 0., welche die Curve u so schneidet, dass 
zwei Mal drei Schnittpuncte b V b" und c c c' in zwei Ge- 
raden liegen, die sich in dem Puncte a trefien. 

294 . Schneidet eine durch einen Punct a gelegte Ge- 
rade eine Curve 3. 0. u = 0 in b,b',b", so ist die gerade 
Polare von a in Bezug auf die Curve u dieselbe wie in Be- 
zug auf die drei Tangenten in den drei Puncten b, V, b". — 
.\u8 [2;)3] , wenn die Geraden b b' b" und c c c" zusammen- ' 
fallen. (.Salmon. pag. 150.) 

295 . Aufgabe. Die gerade Polare eines Punctes a in 
Bezug auf eine beliebige Curve 3. 0. zu construiren, wenn 
u nicht auf der Curve liegt. 

Auflösung. Man ziehe durcli rt zwei beliebige Gerade, 
welche die Curve in b b' und cc' c" schneiden mögen, ziehe 
sodann bc, b'c', b”c" (wobei diese Puncte in beliebiger Art 
combinirt werden können) und constmire nach [291] die ge- 
rade Polare von a in Beziehimg auf die drei Geraden bc, 
b’c', b"c", so ist diese zugleich die gesuchte Polare in Be- 
ziehung auf die Curve. — Aus [293]. {Saimon. i>ag. un.) 
Für den Fall, dass die Curve 3. ü. aus einer Geraden und 
einem Kegelschnitte besteht, s. [304]. 

296 . Die conische Polare eines Punctes a in Bezug auf 
eine aus drei Geraden II III , III /, III bestehende Curve 
3. 0. ist ein dem Dreieck I II III umschriebener Kegelschnitt, 
dessen Tangenten in den Ecken des Dreiecks die gegenüber- 
liegenden Seiten in den Puncten l, m, n treffen, in welchen 
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diese Seiten von der geraden Polare von a in Bezug auf 
das Dreieck I II III geschnitten werden. 

Beweis. Dass die conisclie Polare durch die Ecken 
des Dreiecks / II III geht , folgt schon daraus , dass diese 
Puncte Doppel|niiicte der Curve 3. 0. sind [270].. Nimmt 
mau mm dieses Dreieck als Fuiidamentaldreieck an, sodass 
u = = 0 die Gleichung der Curve ist, so ist die Glei- 

chung der conischeu Polare eines Punctes x Ijei' veränder- 
lichen ij. nach [2G7] 

(«x) = Vi + -r-i Va U\ + <J\ y-i = 0, 

also die des Punctes a bei veränderlichen Xi 

a,.Tja:.j -f -f aj^-jarj = 0. 

Diese Gleichung stellt aber nach [102] einen Kegelschnitt 
dar, welcher durch die Ecken des Dreiecks / II III geht, und 
dessen Tangenten in den Ecken die gegenüberliegenden Seiten 

indrei Puncten schneiden, die auf der Geraden — 4- ^ =0 

' fl] ' ^2 

liegen, welche nach [200] die gerade Polare von a ist. 
{Snhnnn. pag. 149.) 

Bemerkung. Liegt der Puuet a auf einer der drei 
Geraden z. B. auf II III , so besteht seine conische Polare 
aus dieser Geraden II III und einer zweiten I a, welche har- 
monisch zugeordnet ist zu In in Beziehung auf / II und I HI. 
— Denn daun ist a, = 0, und die Gleichung der conischeu 
Polare geht über in x^ {n^x^ -f- «3*..;) = 0. Die Gerade I u 
hat also die Gleichung ajX, -f- a^Xj = 0, während die Ge- 
rade In nach [77] die Gleichung a.jX, — a^x^ = 0 hat. [.ö9]. 

297. Aufgabe. Die conische Polare eines Punctes a 
in Bezug auf ein Dreieck / II III zu construiren. 

Auflösung. Man construire nach [291] die gerade 
Polare des Punctes a in Bezug auf das Dreieck I II III und 
bezeichne mit l, m, n die Puncte, in welchen diese die Seiten 
H III , III /, 7 II schneidet. ALsdanu coustruirt mau den 
Kegelschnitt, welcher durch die Ecken 7 77 777 geht und in 
diesen die Geraden II, Ihn, Hin berührt. Dieser ist nach 
[296] die verlangte conische Polare. 

298. ‘ Jeder einem Dreieck 7 77 777 umschriebene Kegel- 
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schnitt kann als eine couische l’oliiro bezüglich dieses Drei- 
ecks betrachtet werden. 

Beweis. Nimmt mau zur Bestimmung eines solchen 
Kegelschnittes zwei Puucte <j , fj behcbig au, und nennt 
G, G' deren gerade Polaren in Bezug auf das Dreieck, so 
geht die conische Polare des Durchschnitts c dieser beiden 
Geraden nach [273] durch ff und ff', und da sie ausserdem 
nach [296] durch / // III geht, so fällt sie mit dem ge- 
gebenen Kegelschnitt zusammen. 

21)9. Aufgabe. Zu einem dem Dreieck I II III um- 
schriebenen Kegelschnitte, als conische Polare in Bezug auf 
dieses Dreieck betrachtet, den zugehörigen Pol c zu con- 
struireu. 

Auflösung 1. Man construirt die Tangenten, welche 
den Kegelschnitt in den Puneten I, II, III berühren, luid 
schneidet mit ihnen die Seiten II III, III I, I II in l, m, n. 
Sodann construirt man nach [292] den Pol der Geraden / m n, 
so ist dies der verlangte Pol c [296]. 

Auflösung 2. Sind ff, tj zwei Puncte, welche nebst 
I II III den Kegelschnitt bestimmen, so construire man nach 
[291] die geraden Polaren von ff, ff' in Bezug auf das Dreieck 
/ II in. Der Durchschnitt derselben ist nach [298] der ver- 
langte Pol. 

3<H). Auf das Vorige stützt sich eine andere Aullösung 
der Aufgabe [124] nämlich: Wenn zwei Kegelschnitte durch 
je fünf Puncte a b c e f und a b c c’ f , von denen drei, a b c, 
beiden Kegelschnitten angehören, gegeben sind, den vierten 
Durchschnittspunct rf der beiden Kegelschnitte zu construiren. 

Auflösung. Mau betrachte die gegebenen Kegelschnitte 
nach [298] als zwei conische Polaren in Bezug auf das Drei- 
eck ab c, und construire nach [299] die ihnen zugehörigen 
Pole p und p. Construirt man dann nach [292] den zu der 
Geraden pp' gehörigen Pol, so ist dies der verlangte Puuct d. 

Beweis. Die conischeu Polaren aller auf der Geraden 
pp' liegenden Puncte schneiden sich [284] in den nämlichen 
vier Puneten, nämlich [285] in den vier Polen der Geraden 
pp'. Drei von diesen sind die Puncte ab c. Da nun p und 
p' die Pole der gegebenen Kegelschnitte sind, so ist der 
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vierte l’ol der Geraden pp zugleich der vierte Durchschnitt 
d der beiden Kegelsclinitte. 

301 . Zieht man durch einen Punct m drei Gerade, 
welche eine gegebene Curve 3. ü. ii in den Puncten a b c, 
a b' c, a" b" c" schneiden, so gehen durch diese neun Puncte 
unendlich viele Curven 3. 0. hindurch [218], und in Bezug 
auf alle diese ist die conische Polare des Punctes m dieselbe 
wie in Bezug auf die Curve u. 

Beweis. Die Schnitte der conischen Polare von m be- 
züglich u mit einer der drei Geraden, z. B. a b c, sind nach 
[138] die harmonischen Centren 2''"" Grades für den Pol m 
und in Bezug auf a, b, c. Da nun die Schnittpuncte der 
drei Transversalen a b c, a V c, a" b" c' mit allen Curven des 
Büschels 3. 0. die nämlichen sind, so sind auch die Schnitt- 
puncte der conischen Polaren von m bezüglich aller dieser 
Curven mit jenen Transversalen die nämlichen, und da hie- 
uach die sämmtlichen conischen Polaren durch die nämlichen 
sechs Ihiucte hindurchgehen, so fallen sie alle mit einem und 
demselben Kegelschnitte zusammen. {Satmon. H. pl. Cvs. pag. l&o.) 

302 . Besteht eine Curve 3. 0. aus einer Geraden A 
und einem Kegelschnitte K, so schneidet die conische Polare 
C eines Puuets c den Kegelschnitt A" in den vier I’uncten 
«, /J, y, d, in welchen derselbe getroffen wird: 1) von der Ge- 
raden A (in tt, ß), und 2) von der Polare P von c in Bezug 
auf (Jen Kegelschnitt A' (in y, d). 

Beweis 1. Die conische Polare C geht durch «, ß, weil 
dies Doppelpuncte der Curve 3. O. sind [270]. -Ausserdem 
geht sie [270] durch die Berühruugsjmiicte der von c an die 
Curve gehenden Taugenteu. Diese sind aber in diesem Falle 
nur die beiden von c an den Kegelschnitt A' gehenden 
Tangenten, und deren Berührungsjmncte sind [96] die 
Puncte y, d. 

Beweis 2. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle 
« = .4 . AT = 0, 

und daher die Gleichung der conischen Polare von c nach 
[267] bei veränderlichen x 

0==^ Je (tu) = Je (A^ K:e) = 0 , 
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was sich nach [2] schreiben lässt 

C=A Je (A'.) + K Je = 0. 

Darin ist Je (A'x) die Polare P des Puncts c in Bezug auf 
den Kegelschnitt A' [95], und Je{A^) eine Constante, etwa 
k , weil A eine lineare Function ist. Man erhält also 
C = A.P-\-k!{=0. 

Dies aber ist ein Kegelschnitt, welcher durch die Puncte 
geht, in denen K von den Geraden A und P getroffen wird. 
{Salmon. H. pl. Cv9. pag. 150.) 

303. Besteht eine Curve 3. Ü. u aus einer Geraden A 
und einem Kegelschnitte K, so geht die gerade Polare G eines 
Punctes c bezüglich u durch den Punct, in welchem sich die 
Gerade A und die Polare P von c bezüglich des Kegelschnittes 
A' schneiden. 

Beweis. Die gerade Polare G von c bezüglich w ist 
[274] zugleich die Polare von c bezüglich der conischen Po- 
lare C, also ist ihre Gleichung 

G = J. {Cx) = 0. 

Nach [302] aber ist C = A P k K , man erhält daher 
G = Je{AP+ k K)x ^AJe{Px) + PJe{ ^x) + A Je (A^x) == 0. 
Darin ist Je (A'j) = P, Je (Ax) = k und Je (Px) ebenfalls 
eine Constante, etwa /; 
demnach wird 
G = / A + 2k P = 0, 
und dies ist eine Gerade, 
welche durch den Durch- 
schnitt von A und Pgeht. 

304. Aufgabe. Die* 
gerade Polare G eines 
Punctes ff in Bezug auf 
eine Curve 3. 0., welche 
aus einer Geraden A und 
einem Kegelschnitte K 
besteht, zu construiren. 

Auflösung. Wenn 
die Gerade/1 den Kegel- 
schnitt Ä" in a und ß 
schneidet, so ziehe man (Fig. 2(5) ga und yß, schneide damit 
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den Kegelschnitt K in a und h, und suche die Schnittpuucte 
(a|3, ab) = p und {ab, aß) = q. Dann ist pq die Polare P 
von g in Bezug auf den Kegelschnitt K. Bestimmt man dann 
den zu pub in Beziehung auf paß und pq zugeordneten har- 
monischen Strahl pmn, so ist dieser die verlangte gerade 
Polare G. 

Beweis. Verfährt man nach [295], indem man gbß 
und g a a als die beiden Transversalen betrachtet, so liegen 

sowohl in a, als auch in 

Fl«. 2«. . ^ • 1 

^ ß zwei Durchschnitte der- 

selben mit der Curve 3. O. 
vereinigt. Combinirt man 
nun diese Puncte so zu 
drei Geraden, dass man 
a, a, a resp. mit ß, b, ß 
verbindet, so erhält man 
a ß q als das Dreieck, in 
Bezug auf welches nach 
[293] die gerade Polare von 
g dieselbe ist, wie in Be- 
zug auf die Curve 3. O. 
Um nun die gerade Polare 
von g in Bezug auf aßq 
nach [291 J zu construiren, 
hat mau von g nach den Ecken «, ß, q drei Geraden zu iÜehen, 
welche die gegenüberliegenden Seiten resp. in a, b, c schneiden, 
sodaim mit den Geraden ab, bc, ca die jedesmalige dritte Seite 
in p, n, m zu schneiden, dann ist p m n die verlangte gerade 
Polare G. Hiedurch bestätigt sich zunächst [303], dass G 
durch den Durchschnitt p von A und P geht. Da aber nun 
nach [290] b m a q vier harmonische Puncte sind und ebenso 
a n ß q, so sind p {b m a q) oder, was dasselbe ist, p (a n ß q) 
vier harmonische Strahlen. 

VV'enn die Gerade A den Kegelschnitt A’ nicht schneidet, 
so erleidet die Auflösung in [29.5] keine wesentliche Verein- 
fachung. 

305 . Aufgabe. Wenn eine Curve .3. O. aus einer 
Geraden A und einem Kegelschnitte A' besteht, die conische 
Polare C eines gegebenen Punctes g zu construiren. 
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A uflösung. Man coustruire die Polare P von g in Bezug 
auf K und nach [304] oder [295] die gerade Polare G von g 
in Bezug auf die Curv'e 3. 0. Wird dann K von A in et, ß 
und von P in y, d geschnitten , so ist die gesuchte conische 
Polare C nach [302] ein Kegelschnitt, welcher durch u, ß, y, 6 
geht, und für den die Gerade G die Polare von g ist [274]. 
Man muss nun unterscheiden, ob die vier Puncte a ß y 6 alle, 
oder nur zwei von ihnen, oder keiner reell ist. 

I. Sind alle vier Puncte a ß y d reell, so verbinde man, 
um einen fünften Punct des gesuchten Kegelschnitts zu finden, 
g mit einem dieser Puncte z. B. et, schneide mit dieser Ge- 
raden die Polare G in g’ und bestimme den zu « in Bezug 
auf g, g zugeordneten harmonischen Punct d, so ist der 
durch a, ß, y, d, d gehende Kegelschnitt die gesuchte conische 
Polare C [95]. 

II. Wenn von den beiden Punctepaaren a, ß,y, d nur 
das eine z. B. «, ß reell ist (sind y, d reell, so ist die Con- 
struction dieselbe), so kann man zunächst auf die eben an- 
gegebene Art zwei neue Puncte d, ß' des gesuchten Kegel- 
schnittes finden. (Hat man d, so kann man ß' auch dadurch 
finden, dass inan bestimmt {aß,G)—p, {dp, gß) = ß"). 
Um den noch fehlenden fünften zu erhalten, bemerke man, 
dass die Kegelschnitte A', C und das Geradenpaar A, P einem 
Büschel angehören, welcher die Puncte «, ß, y, d (von denen 
allerdings nur zwei reell sind) zu Basispuncten hat, und dass 
sie daher von einer beliebigen Transversale in conjugirten 
Punctepaaren einer Involution geschnitten werden [115]. Man 
ziehe demnach durch d (oder auch durch ß') eine beliebige 
Gerade, welche K in k, k' und A, P la h, h’ schneidet und 
constrnire nach [117] in der durch kk', hft bestimmten In- 
volution den zu d conjugirten Punct so gehört dieser 
dem Kegelschnitt ü, der gesuchten conischen Polare an, 
welche nun durch die fünf Puncte a, ß, d, ß', d' bestimmt ist. 

III. Wenn keine der beiden Geraden A und P den 
Kegelschnitt K schneidet, so kann man sich auf folgende Art 
die zur Construction des Kegelschnitts C nöthigen Puncte 
verschafien. Man lege durch g eine beliebige Gerade, welche 
A, P in h, h', K in k, k’ und G in g’ schneide, und bezeichne 
die unbekannten Durchschnitte dieser Geraden mit dem Kegel- 


Digitized by Google 



17G 


Curvon dritter Ordnung. 


[.m. 


schnitte C durch a:, y. (Jonstruirt man dann nach [75] die 
Doppelpuncte e,f der durch hb', kk' bestimmten Involution, 
so sind e, f harmonisch zu x, y, weil die letzteren zu der- 
selben Involution gehören (S. II). Aber x, y sind auch har- 
monisch zu y, y', weil G die Polare von y in Bezug auf C 
ist [95]; man findet also .r, y, wenn man die Puncte sucht [75], 
die e, f und y, y’ gleichzeitig harmonisch trennen. Indem 
man diese ( ’onstruction bei drei verschiedenen durch y gehen- 
den Geraden ausführt, erhält man sechs Puncte des gesuchten 
Kegelschnittes C. Es wird in den meisten Fällen vortheil- 
haft sein, dazu die drei Geraden zu wählen, welche den Ge- 
raden A, P, G parallel sind. Diese schneiden allemal den 
Kegelschnitt A', wenn P ihn nicht schneidet. 

306. Aufgabe. Die conische Polare eines Punctes c 
in Bezug auf eine beliebige gegebene Curve 3. 0. « zu con- 
struireu, wenn c nicht auf u liegt. 

Auflösung. Man schneide die Gurve mit einer belie- 
bigen Geraden A iu a a' a" , ziehe ca, ca', ca" und schneide 
mit diesen Geraden die Curve in hd, b’ d', b''d". Dann liegen 
die letztem sechs Puncte nach [225] in einem Kegelschnitt A'. 
Construirt man nun nach [305] die couische Polare von c 
in Bezug auf die aus der Geraden A und dem Kegelschnitt A' 
bestehende Curve 3. 0., so ist das die gesuchte conische 
Polare. — Denn die neun Durchschnitte u b d, a b' <f, a" b" (f 
der beiden Curveu 3. O. u und {A, A’) liegen auf drei in c 
zusammenlauf enden Geraden, und daher [301] ist die conische 
Polare von c in Bezug auf (//, A’) identisch mit der in Be- 
zug auf M. {kalmon. H. pl. Cvs. pag. 150.) 

307. Aufgabe. Die coni.sche Polare eines Punctes c 
in Bezug auf eine beliebige Curve 3. O. u zu construiren, 
wenn c auf « liegt. 

Auflösung. Man ziehe aus c vier Strahlen, welche 
die Curve u in den Punctepaaren ab, ab', a"b", a'" b'" sclmei- 
den, und bestimme auf jedem Strahl den in Bezug auf ab 
etc. zu c zugeordueteu harmonischen Punct h. Der Kegel- 
schnitt, welcher durch die fünf Puncte h, h', h”, h'" und c 
geht, ist die gesuchte conische Polare. — Aus [277]. 

308. Aufgabe. .‘\n eine gegebene Curve 3. O. in 
einem gegebenen Punct<> n die Tangente zu construiren. 
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Auflösung 1. Man construire nach [307] 'die vier 
Puncte /(, li , li', welche mit a die conischo Polare von a 
bestinnnon, und an diesen Kegelschnitt die Tangente in a, 
so ist diese nach [269] die verlangte Tangente. 

Auflösung 2. (Fig. 27.) Ziehe durch « zwei beliebige 
Gerade, welche die Curve 
resp. in b, a und e, m sclmei- 
den, schneide die Curve fer- 
ner mit « m in und mit 
einer tjeliebigeii durcli /} 
gehenden Geraden in c und 
d; construirt man dann an 
den durch a b c d e gehen- 
den Kegelschnitt die T.an- 
gente ui in a, so ist dies zu- 
gleich die verlangte Tangente an der Curve. 

Beweis- Betrachtet man ab cd als Basispuncte eines 
Kegel.schnittbüschels und das Geradenpaar uh, cd als einen 
Kegel-schuitt de.sselbeu, so ist nach [240] m der den vier 
Puncten a b c d gegem'iberliegende Punct. Alsdann ist der 
durch c gehende Kegelschnitt des Büschels der dem Str{ihl 
m a c entsprechende, und daher [238] berührt derselbe die 
Curve in a. (Mittliciluug von Herrn Prof. Küpi>er). V"l. auch 

[258]. 

30 ». Au fgabe. Aus einem gegebenen Puncte m alle 
Tangenten au eine Curve 3. 0. zu construiren. 

Auflösung. Man construire nach [3tXj] oder [307] die 
couische Polare des Punctes so sind die Durchschnitte 
derselben mit der Curve die Berührmigsjiuncte der von m 
an die Curve gehenden Tangenten [270]. 

310 . Aufgabe. Tn einem I^uncte m einer Curve 3. (). 
den Krümmungskreis zu construiren. 

Auflösung. Man schneide die Curve mit einer belie- 
bigen Geraden ln a, n, n", und mit den Geraden ma, md , 
ma" in b, b', b'\ Construire ferner nach [308] in m die Tan- 
gente mt au der Curve, und dann in m den Krümmuiigskrei.s 
desjenigen Kegelschnittes, welcher durch b, h' , b" geht und 
die Gerade mt in m berülirt, so ist dieser KrUmmungskreis 

IiDiiltQii, Tiirvi^n «Iriitcr Ordiaini{. 12 
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Jer verlangte. — Denn nach [232j hat cier erwähnte Kegel- 
»clinitt in m mit der (.'iirve eine dreipimctige Berührung. 

Vierter Al>.sehnitt. 

Die Foloconik (conische Polare) einer Geraden. 

§. 1 . 

311 . Die .Einhüllende <ler geraden Polaren (bezüglich 
ein'er Curve .3. O. h = 0) aller Puncte y, w'elche auf einer 
Geraden G liegen, ist ein Kegelschnitt und heisst die Polo- 
conik {Cremnna art. 136) oder die conische Polare der Ge- 
raden G {Salmon pa>?. 151. er soll im Folgenden mit llg 
bezeichnet werden.*] Ist 

(1) "i yi + «j yj + «3 

die Gleichung der Geraden, so ist die Gleichung ihrer Polo- 
conik 

0 II. I a.j 

rt, «I, «12 «13 I _ 

<h «n "21 "i3l 

"3 “31 "31 "33 

Beweis. Die Gleichung der geraden Polare /’ eines 

Punctes y ist bei veränderlichen xi nach [207] 

.4/(«,) = 0 

oder ausgeschrieben 

( 2 ) ^ 

+ 2 Vi, y, «„ + 2 y, y., «,j = 0. 

Aendert nun y seine Lage längs der Geraden (1), so findet 
man die Einhüllende seiner geraden Polaren, wenn man die 
Verhältnisse der y,- der Gleichung (1) gemäss als Functionen 
eines veränderlichen Parameters c betrachtet, und c aus den 
Gleichungen 

•) Bei Cayley (Memoir on (Jurves of tlio tUird Order. I’hil. Trans, 
vol. 147. pag. 416] Iieisst dieser Kegcibchnitt die Liiieopohir -Kiiveloppo 
der lieruileu. 
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/'==() und 'J =0 

CC 

eliminirt. Zu diesem Zwecke setze man 
■P 


.Vi 

J/3 


= <U 

Vi 


ziehe aus /' den ffemeinschaftlicheii Factor heraus und 
schreibe das Resultat 

^{P> 'i)i 

dann ist 


(3) 


oP 

i);/i 


= !/s 


t cP' dp 


dl* 


dp du, dp 


i'dP'dj__ dl* 

' dvi dq dut dq' 

Führt man p und y auch in (1) ein, so wird diese Gleichung 

Ol <1 + «3 = 0 - 

Betrachtet man mm p und q als Functionen von c und diße- 
rentiirt die Gleichung V = 0 und die vorige nach c, so er- 
hält man 

dP* dp I dj^ 'il =() 

dp de ' dfj de 

dp I da .. 

und hieraus folgt 

dl* dl* 
dp ' dq — "l = 

und daher auch wegen (3) 

dP dP 
dy, dji ' 

oder mit Anwendung eines Proportionalitiitsfaclors ti q 


(4) 


dP 


= 2p«, 


dP 


- = 2 


= 


dy, dy, 

Difl'erentiirt man aber (1) und (2) nach c, indem man y,, y,, 
y.j als Functionen von c betrachtet, so erhält mau 


de 




dUi , 


de 


de 


dP (l^ I dP dy, I ^ dVi ^ () 
dy, de ' dy, de ' dy, de 

Darin verwandelt sich die zweite Gleichung durch Anwendung 
von (4) in 

,2» 
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2p«, j^ + 2p«,2' + 


tyt 


dl' du. 


“«* = 0 


'> lic ^ de • du, de 

iiiiil zeigt tlaim durch Vt^rglcichung mit der ersten, da.ss auch 


dP 

du. 


— 9 


2 p 


ist. Man liat also 
»/■ 


cP cP 




cu\ ' du, ■ du, 

oder wenn man diese Differentialquotieuten bildet, die drei 
Uleicliungen 

«II 2/i + «12 'Ji + «13 Pa = C «1 

«21 Pl 4 - »22 y-i + «23 P 3 = P «2 

«ai Pi + »32 P 2 + «13 Pa = P « 3 - 

Eliminirt man aus diesen und /' = 0 die ly,, so erhält man 

die Gleichung der gesuchten Einhüllenden. Aber da P in 
Beziehung auf die y, homogen vom zweiten Grade ist, so ist 
nach dem Euler’»chen Satze 

o „ dP I 8P I cP_(. 

?.'/i ^ ’ du, CU, ’ 

und in Folge von (5) verwandelt sich diese Gleichung in 

«I Pi + «2 Pi + «3 Ps == ^^; 

man kann daher die y, auch aus dieser und den obigen drei 
Gleichuugen eliminiren und erhält dann als Gleichung der 
Folocouik 


»11 

»12 

«13 

«1! 

«21 

»22 

»23 

a.. 

»31 

»32 

»33 

«3 

«1 

a.. 

«3 

0 


indem — p als gemeinschaftlicher Factor der Elemente .der 
letzten Columue auftritt und daher weggelasseu werden kann. 
Fline einfache Umstellung verwandelt diese Determinante in 
die obige. 

:{12. Die gerade Polare des Durchschuittspunctcs m 
zweier Geraden G, 6’' ist eine gemeinschaftliche Tangente 
an den Poloconiken dieser beiden Geraden. — Denn da m 
sowohl anf G als auch auf G’ liegt, so berührt seine gerade 
Polare .sowohl die Polocouik von 6’, als auch die von G' |811]. 
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3i;{. Burührt eine Gerade G die Curve 3. O. « == ü in 
einem Puncte x, so berührt auch die Poloconik von G die 
Curve in dein nämlichen Puncte, soda.ss G in x gemeinschaft- 
liche Tangente an der Curve und an der Poloconik von G 
ist. {Saliiion pag. 131.) 

Beweis. Die Gerade G hat mit der Curve in x zwei 
Puncte gemeinschaftlich, x und x'. Die geraden Polaren 
von X und x' aber sind die Tangenten an der Curve in x 
und x' [269] und zugleich Tangenten an der Poloconik von G 
[31 Ij. Da sie ferner ebenso wie .c und x' zusammenfallen,' 
so liegt der ßerührungspunct der letzteren in x [187J. 

314 . Bestimmt man für jeden Punct y einer Geraden G 
die conische Polare bezüglich einer Curve 3. O. (diese Kegel- 
schnitte bilden einen Büschel [284]), und nimmt für jeden die- 
ser Puncte die Polare bezüglich der zugehörigen eoiiischen 
Polare, so ist die Einhüllende dieser Geraden die Poloconik 
von G. — Denn die Polare eines Punctes y bezüglich der 
conischen Polare von y ist zugleich die gerade Polare von y 
bezüglich der Curve [274]; daher kommt mau wieder auf 
[311] zurück. 

315 . Bestimmt man für jeden Punct einer Geraden G 
die conische Polare bezüglich einer Curve 3. O. und nimmt 
in Bezug auf jeden dieser Kegelschnitte den Pol der Geraden 
G, so ist der geometrische Ort dieser Pole die Poloconik 
von (f'remona art. 13ß.) 

Beweis. Die Gleichung (2) /’— 0 in [311] stellt bei 
veränderlichen y, die conische Polare eines Punctes .r dar 
[267|. Nimmt man au, dass dieser auf der Geraden G liegt, 
also der Gleichung 


(1) ffi a:, rtj a;, -p flj Xj = ü 

genügt, so erhält man den Pol y dieser Geraden bezüglich 
des Kegelschnittes /' = 0 nach [97] aus den Gleichungen 


^ ^ . dl‘ 




die mau mit Hülfe eines Proportionalitätsfactors p schreiben 
kann 
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"ii y\ + “iv >Ji + "n = t* "i 

> "21 'J, + «n !h + “v;. 'J3 = 9 

”.i\ V\ + «33 'Ji + ».iJ Va = P «i- 
Kliniiiiirt iniiii hieraus und aus H) die .r,, so erhält mau die 
(ileichuiig des gesuchten geometrischen Ortes in veränder- 
lichen tji. Allein die vorigen Gleichungen bleiben vollständig 
iingeändcrt, wenn man in ihnen die y, mit den .r, veilauscht. 
Denn nach ( 1 ] kann man 7 .. 15. bei der ersten dieser (Ueichungeu 
schreiben: 

«II y. + «12^3 + «13 Va = ■ 

Da aber vom zweiten Grade ist, so hat man nach [5] die 

fj'i 

Identität 

(I?,) = (^y.)’ 

d. h. dieser Ausdruck bleibt ungeändert, wenn darin die .i:* 
mit den y, vertauscht werden. iSetzt man daher auch in (1) 
die tji statt der .r,-, so wird man den gesuchten geometrischen 
Ort auch erhalten und zwar in veränderlichen wenn man 
die y, aus den Gleichungen (2) und aus «iyi + « 3 y 3 +«aya=^’ 
eliminirt. Dieses aber ist die in [311] ausgerührle Operation, 
welche die Gleichung der I’oloconik von G lieferte. {.•Salmun. 
pai;. 152.) 

§• 2. 

3l(j. Ist a ein Punct der Geraden G, C„ die couische 
Polare von n, und n' der Pol von G bezüglich C„, so ist (/' 
zugleich der Punct, in welchem die gerade Polare von a die 
Poloconik von G berührt. — Denn die gerade Polare von a 
ist zugleich Polare von n bezüglich [274], geht also durch 
n' [HH)]; alier «' liegt auf der Poloconik pllö], und die gerade 
Polare von a berührt die letztere [311], also muss a' der Be- 
rührungspunct sein. 

317. Der geometrische Ort der Mitteljmncte deijenigen 
Kegelschnitte, welche die conischen Polaren der unendlich 
fernen Pancte bilden, ist ein Kegelschnitt, nämlich die Polo- 
conik der unendlich fernen Geraden. — Aus [315], denn lUe 
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unendlich fernen l’uucte liegen auf einer Geraden | Hi], und 
iler l’ol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf jeden 
Kegelschnitt ist dessen Mittelpunct. {Suimun. pag. I5‘2.) 

318. »Sind abc die Piincte, in welchen eine Gerade 6' 
die Curve 3. 0. trifft, und Fi«, ss. 

schneiden sich die in die- 

sen Puncten an die Curve . / 

gelegten Tangenten in / 

nßy, so ist die Polo- ^ e 

conik von ^ ein dem Drei- ■ 

eck a/Jy eingeschriebener /f 

Kegelschnitt, so zwar dass \ 

die Berührungspuncte l, ^ 

m, n den Puncten a, b, c 

in Bezug auf die Ecken \ 

ßy,ya,aß des Taugen- 
tendreieckes harmonisch zugeordnet sind.- (Fig. 28.) 

Beweis. Die geraden Polaren von a, b, c sind die Tan- 
genten (t ß y i b y tt, c K ß [269]; diese berühren al.so die Po- 
loconik [;$11|. Nimmt man ausserdem das Tangentendreieck 
zum Fuudamentaldreieck .r, = 0, x.^ = 0, x^ = 0, so liat die 
gerade Polare P eines auf der Geraden G liegenden Puiicts y 
in Bezug auf das Tangentendreieck und daher [294] auch in 
Bezug auf die Curve nach [290] die Gleichung 


V"- 


/ 


p = ' -f 


+ -’ = 0. 
ä'j 


Ist nun 

«I >J\ + «-..yj + «aya = 

die (Jleichung der Geraden G, so erhält mau nach |;$11] die 
Gleichung der Polocouik, wenn man bildet 

dP bP bP .Ti a*3 

' ^ Wi byt by, Vi’ y,' 

und hieraus und aus P=0 die eliminirt. Man erhält aber 

y. = y, = 9}/%, y.i = p/~; 

und dies in P = 0 substituirt giebt 

y'a^x^ + yu.,x, -f j/,t^x^ = 0. 
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Dieses iiliur ist nach [UV>] ein Kegelsclinitt, welcher «lern Fun- 
(lauientalclreieck so eiuge.scliriehen ist, wie der Satz aiissagt. 
{Snlmon pap. 1 .>3.) 

319 . Die Poloconik I]^ der unendlich fernen Geraden 
ist der Kegelschnitt, welcher dem von den Asymptoten ge 
bildeten Dreieck eingeschrieben ist und die Seiten desselben 
in deren Mitten berührt. — Aus 1318], denn wenn a, h, c 
ins Unendliche rücken, so werden n ß y , h y u, c n ß die 
Asymptoten und /, m , n liilden die Mitten von ß y , y n, « ß- 

320. Die von einem 
I’uncte m au die Poloconik 77, 
einer Geraden G gehenden 
Tangenten sind die geraden 
Polaren /'* derjenigen 

Puncte n, h, in welchen die 
Gerade G die conische Polare 
C„ von m schneidet. (F'ig. 29.) 

Ile weis. Die geraden 
Polaren von a und b sind Tan- 
genten an der Poloconik Ily 
1311]. Da aber die conische 
Polare C„ von m durch u und 
h geht, so gehen und Pf, 

'Zusatz. Hieraus folgt, dass von einem Puncte m zwei 
reelle oder imaginäre Tangenten an die Poloconik von G gehen^ 
je nachdem die conische Polare von m von der Geraden G in 
zwei reellen oder imaginären Puneten getrofien wird; und 
umgekehrt. (Snhnnn. pap. 153.) 

321 . llerührt eine Gerade G (Fig. 29) die conische Polare 
6’„ eines Punctes m in a (allgemeiner, hat Cm mit G zwei in 
a zusamnienfallende Puncte gemein), so geht die Poloconik 
n,j von G durch m, und die gerade Polare von <i berührt die 
Poloconik in m (allgemeiner, hat in m mit der Poloconik zwei 
zu.sammenfallende Puncte gemein). Und umgekehrt: Liegt ein 
Pmiet m auf der Poloconik Hg einer Geraden G, so IxTührt 
die conische Polare von m die Gerade G in einem Puncte n, 
dessen gerade Polare die 'l’angente in m au tler Poloconik ist. 




Kig. K>. 


M 



beide durch m |273]. 
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— Ans 1^201, wenn h mit a unti daher auch 1% mit /’„ /,u- 
sanimenfiillt. 

322 . Hieraus foljft: Die Puloconik einer Geraden (1 ist 
der geometrische Ort der Puncto, deren couische Polaren die 
Gerade G borfihren. (Cremnna. art. isr.) Und: Die conische l’olare 
eines Punets m ist die Einhülleiule der Geraden, deren Polo- 
coniken durch m hiudurchgehen. {Cremonti. art. i.sc. a.) 

323 . Geht die Poloconik einer Geraden G durch zwei 
Puncte m und //)', so ist G eine gemeinschaftliche Tangente 
an den conischen Polaren von m und m. Und umgekehrt: 
Ist G eine gemeinschaftliche Tangente an den conischen Po- 
laren zweier Puncte in und m', so geht die Poloconik von G 
durch m und m' hindurch. — Aus [321]. 

324 . Durch die nämlichen zwei Puncte m und ni gehen 
vier Poloconiken, nämlich diejenigen, deren zugehörige Ge- 
raden die vier gemeinschaftlichen Tangenten der conischen 
Polaren von m und m sind. [323.] 

325 . Die conische Polare eines Putictes m ist eine Ellipse, 

Hyperbel oder Parabel, je nachdem m innerhalb, ausserhalb 
oder auf dem Kegelschnitte 77^ '^‘'■r die Seiten des 

.Asymptotendreiecks in deren Mitten berührt. (Dabei soll ein 
Punct /« innerhalb oder ausserhalb eines Kegelschnitts hegend 
genannt werden, je nachdem toh ihm zwei imaginäre oder 
reelle Tangenten an den Kegelschnitt gehen.) 

Beweis. Der Kegelschnitt 77^ ist die Poloconik der un- 
endlich fernen Geraden [3l!)j. .Je nachdem von m zwei ima- 
ginäre, reelle oder zusammenfallende Tangenten an 77^ gehen, 
schneidet die unendlich ferne Gerade die conische Polare von 
m in zwei imaginären, reellen, oder zusammenfallenden Puncten 
[32<.)1. (Salmon. p.ap, 1.53.) 

32 (>. Hat eine Curve 3. O. einen Doj)pelpunct, so liegt 
derselbe, je nachdem er ein eigentlicher Doppelpunct, ein 
isolirter Punct oder ein Hückkehrpunct ist, ausserhalb, inner- 
halb oder auf dem Kegelschnitte 77„ , welcher die Seiten des 
Asytnptotendreieckes ifi deren Mitten berührt. — Denn die 
conische Polare des Doppelpuncts ist das Tangenteii])aar in 
diesem [267]. Das letztere aber ist in den drei erwähnten 
Fällen reell, imaginär oder zusammenfallend [l.o3] und wird 
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ilaher von der unendlich fernen Geraden in zwei reellen, ima- 
ginären oder /.usaminenfallenden l’uncten geschnitten. Der 
Doppel|umct liegt also nach [•liJtJ, 325] in den drei Fällen 
ausserhalb, innerhalb oder auf der Poloconik der unendlich 
fernen Geraden. (/'/ftcA’cr. S^fstcm der anal. Geom. pog. 196. Satmon. 
pag. 153.) 


§• 3 . 

327. Wenn die Poloconik einer (ieraden G aus zwei Ge- 
raden besh.'ht, die sich in iii schneiden, so besteht die conische 
Polare von m aus zwei Geraden , von denen die eine G ist. 

Beweis. Da die geraden Polaren aller Puncte von G 
ilie Poloconik berühren d. h. in zwei susaininenfallendeu Piinc- 
ten schneiden, [.311], so gehen sie in diesem Falle alle durch 
Hl hindurch, dann aber geht nach [27.3] die conische Polare 
von rn durch alle Puncte von G\ d. h. diese Gerade bildet 
einen Theil der couischen Polare von m. 

328. Bildet eine Gerade G einen Theil der conischen 
Polare C„ eines Puncts m, so besteht die Poloconik von G 
aus zwei Geraden, die sich in dem Pole m von schneiden. 

Beweis. Miin kann in diesem Falle die Gerade G in 
jedem ihrer Puncte als eine Tangente an der conischen Polare 
von m betrachten. Dann aber müssen nach [321] die ge- 
raden Polaren aller Puncte von G die Poloconik in zwei 
in m zusammenfallenden Puncten schneiden, und daher muss 
diese Poloconik aus zwei sich in m treffenden Geraden be- 
stehn. 

329. Daraus folgt: Die Poloconiken der beiden Geraden 
G und G', welche zusammen die conische Polare eines Punctes 
m bilden, bestehen aus zwei Geradenpaaren die in m ihren 
gemeinschaftlichen tschuittpuuct haben. — lieber die nähere 
Bestimmung dieser Poloconiken s. [530]. 

330. Da der geometrische Ort aller Puncte »/, deren 
conische Polaren aus Geradenpaaren bestehen nach [268] die 
Hesse'sche Curve ist, so folgt ferner, 'dass diese Ourve auch 
der geometrische Ort der Doppelpuncte aller aus Geraden- 
p.aaren bestehenden Poloconiken ist. 
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FCmlttT Absclinitt. 

Dio gemisobto Poloconik zweier Geruden. 


Xiniiiit mail zu jedem l’iincte einer (leraden <i die 
eimisclie l’ularc liezüf,dicli einer Ciirve 3. 0. u = 0, und be- 
stimmt in Itezuff auf jeden dieser Kegelschnitte den Pol einer 
anderen Oemden <!', so ist der geometrische Ort dieser Pole 
ein Kegelschnitt. Sind 

G = (J, *1 -f- = 0 


und 


-j- «j'a’j -j- = 0 

die (ileichungen der ( Jeraden G und G' , so ist 


( 1 ) 


tt 

«1 

«2 

«3 

«l' 

«II 

"12 

«13 


«21 



«3' 

«31 

«32 

«33 


die Oleichung des gesuchten geometrischen Ortes. 

Beweis. Die conische Polare C eines Puncte.s x hat in 
veränderlichen y,- nach [2()7] die Oleichung 

'■'= «II yi*+"ri.'/2-+«3.ii’3’+‘^ «ny-tlh +2 y:,y,+2 «,..y,yi=0. 

Man erhält die (Joordinaten des Pols y der Geraden G' in 
Bezug auf C nach [!)7] aus den Gleichungen 


c C 

2i/i 


£1' 


vv 

dy. 


«i' 


«:i' 


d. i., wenn p einen Proportionalitätsfactor bedeutet, 

«11^1 + «12^2 + »n'Js = e«r 
«21^1 + "22^2 + »n'Jz = Q"i 
« 31^1 + "K'Ji + « 33^3 = 9":\t 

Eliminirt man hieraus und aus G = 0 die Coordinaten Xt, so 
ergiebt sich die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes, 
in veränderlichen y,-. Da aber die vorigen Gleichungen nach 
[315] ungeändert bleiben, wenn man darin die x mit den y 
vertauscht, so kann man ebensogut auch die y, eliminiren, 
wenn man die Gleichung G = 0 in der Form 

«lyi + »2^2 + «iVi = 0 
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scLroibt, und erhält diinu den gesuchten geometrischen Ort 
in veränderlichen a;, ausgedrückt. Diese Eliminutiun ergiebt 
mit Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors — q die 
obige Gleichung (1). 

332 . Lässt mau im Vorigen die beiden Geraden fl und 
fl ihre Rolle mit einander vertauschen, so erhält man den 
nämlichen geometrischen Ort wieder. Denn, um die Gleichung 
des neuen geometrischen Ortes zu erhalten, hat mau in der 
vorigen Determinante nur a^ , a.^ , ffj resp. mit ff,', n./, zu 
vertauschen. Da aber i/** = «t* ist, so besteht der Effect 
dieser Vertauschung nur darin, dass die Zeilen und Columnen 
der Determinante mit einander vertauscht sind, wobei dieselbe 
vollständig ungeändert bleibt. 

333 . Demnach ist der betrachtete Kegelschnitt der geo- 

metrische Ort der l’ole irgend einer von zwei Geraden G und 
G', bezüglich der Kegelschnitte, welche diu conischen Polaren 
der I’uucte der anderen Geraden bilden. Dieser Kegelschnitt 
heisst die gemischte l’oloconik der Geraden fl und fl' 
{Crtmonn. art. I3C>. c.) und soll mit bezeichnet werden. Fallen 
diese beiden Geraden in eine G zusammen, so verwandelt sich 
die gemischte Poloconik in die Poloconik der Geraden fl, wie 
aus [.315] folgt, oder auch daraus, dass die Determinante in 
[331] in die von [311] übergeht, wenn rt.,' resp. gleich 

sind. 

334 . Jedem Puncte <t auf der Geraden G (oder auch fi 
auf G') entspricht ein bestimmter Punct m auf der gemischten 
Poloconik T?,,.; aber auch umgekehrt: jedem Puncte m auf 
Il^g- entspricht ein bestimmter Punct a auf G, und ein Im- 
stimmter a auf G'\ und zwar sind a und a die Pole von 
resp. G' und G bezüglich der conischen Polare C„ des Punctes m. 

Beweis. Aus n erhält man m folgendermassen : Man 
bestimme die conische Polare C„ von a und in Bezug auf 
diese den Pol m von fl’', dadurch ist m vollkommen bestimmt. 
Nimmt man aber für den Punct m die conische Polare C„, 
so muss rt der Pol von G' in Bezug auf sein, denn nach 

[275] ist die l’olare von n in Bezug auf C„ identisch mit der 
Polare von m in Bezug auf 6’„; wenn also m der Pol von G' 
in Bezug auf 6’„ ist, so ist u der Pol von G' in Bezug auf 
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C„. Demnach ist a auf G durch eindeutige Operationen aus 
m auf Ugi,' bestimmt. Ebenso erhält mau a auf G' als Pol 
von G in Bezug auf C„. 

335 . Hieraus folgt; Die conischen Polaren C„ der auf 
der gemischten Poloconik n^,y zweier Geraden G, G' liegenden 
Puncte m haben die Eigenschaft, dass in Beziehung auf sie 
die Geraden G und G’ conjugirte Geraden sind , d. h. dass jede 
durch den Pol der anderen (in Beziehung auf die betreffende 
conische Polare) hindurchgeht. 

336 . Und umgekehrt: Sind G und G' in Beziehung auf 
eine conische Polare C„ conjugirte Geraden, so liegt der Pol m 
(bezüglich der Curve 3. 0.) dieser conischen Polare auf der 
gemischten Poloconik von G, fr. — Denn ist a der Pol von 
G' bezüglich P„, so ist m gleichzeitig der Pol von G' in Be- 
zug auf C„ [275], und liegt a auf G, so liegt m auf Tl^- 
[331], 

337 . Mithin: Die gemischte Poloconik zw'eier Geraden 
G, G' ist der geometrische Ort der Pole (bezüglich der Curve 
3. 0.) derjenigen conischen Polaren, in Bezug auf welche G 
und 6" conjugirte Geraden sind. {Cremnna art. 136. c) 

338 . Sei a der Durchschnitt der Geraden G, G'. Die 
gemischte Poloconik Ug,/ geht durch die beiden Puncte u, ft' 
hindurch, in denen die gerade Polare Pa von a die beiden 
gewöhnlichen Poloconiken von G und G' berührt [312]. 

Beweis. Da der Puuet a gleichzeitig auf beiden Ge- 
raden G und G' liegt, so gehören ihm zwei Puncte der 
gemischten Poloconik Il.j.y zu [334]. Man findet den einen, ft, 
wenn man die conische Polare Ca von a aufsucht, und, in- 
dem man « als auf G liegend betrachtet, den Pol von G' in 
Bezug auf C„ nimmt. Allein da « auch zugleich auf G' liegt, 
so liegt der so bestimmte Punct ft nach [316] auch auf der 
(gewöhnlichen) Poloconik von G' und ist der Punct, in dem 
diese von der geraden Polare von « berührt wird. Ebenso 
ergiebt sich der andere Punct (i als Pol der Geraden G be- 
züglich Ca, und ist dann gleichzeitig derjenige Punct der 
Poloconik von G, in welchem diese von der geraden Polare 
von u berührt wird, {f remonn art. 136. <1.1 
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Sechster Abschnitt. 

Wendepunoto, Weudotangenten, harmonische PoUiren. 

§. 1 . 

339. Die llesse’sche (.'urve H{u) — 0 einer Curve 3. ü. 
u=U ist wieder eine Curve 3. 0. [152"), welche die ursprQngliche 
Curve in ihren Wendepuncten durehschneidet und ausserdem 
durch die Doppel- imd Rückkehrpuncte geht, falls solche 
existiren [156]. Eine Curve 3. 0. ohne Doppel- oder Riick- 
kehr])unct hat daher neun Wendepuucte, und durch diese 
können • unendlich viele Curven 3. 0. gelegt werden [218]. 
Hat die Curve einen Doppelpunct, so besitzt sie drei Wende- 
puncte, und hat sie einen Kiickkehrpunct, nur einen VVende- 
punct [167]. Jede einfache Curve 3. O. hat daher minde- 
stens einen reellen Wendepunct. 

340. Bildet eine Gerade einen Theil der Curve u = 0. 

so bildet sie auch einen Theil der Hesse’schen Curve //(«) = 0 
[166]. Besteht daher die Curve u = 0 aus drei Geraden, so 
liesteht ihre Hes.se’sche Curve aus den nämlichen drei Gera- 
den. Hievon macht aber der Fall eine Ausnahme, wenn 
die drei Geraden sich in einem Puncte sclmeiden; daun ist 
die Hesse’sche Curve unbestimmt. Denn nimmt man zwei 
dieser Geraden zu Beiten x, =0, Xj = 0 des Fundameutal- 
dreiecks, so hat die dritte die Gleichung x,-]-'^a^2=0, und 
die Gleichung der Curve ist u=.r, .x.j(x, -|-Ax.,)=0. Bildet 
man nun die Hesse’sche Determinante //(«) [152"], so ver- 
schwinden in ihr die Elemente w,j, und folglich ist 

/f(u) selbst identisch Null.*) 

341. Die harmonische Polare eines Wendepuncts w ist 
nach [279] diejenige Gerade, welche die Puncte A, //, //', etc. 
verbindet, die zu w harmonisch zugeordnet sind in Beziehung 
auf die Puncte oA, a'A', n"A'', etc., in denen beliebige durch 

*) Da» identische Verschwinden der Uesse'sclien Determinante ist 
überhaupt die Bedingung, dass eine Curve aus Geraden besteht, die 
in einem Puncte zusaninienlaulen {//eise. Heber die Bedingung ete. 
Crelle’s .loum, Bd. 42. pag. 123) Vgl. auch [81]. 
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w gelegte Secauten die Curve schneiden. Die Berührungs- 
puncte der drei aus w au die Curve gehenden Tangenten 
liegen daher auch auf dieser Geraden. 

1142. Zieht man durch einen Curvenpunct w drei Se- 
canten wnb, tra'b', iva'b", und liegen die in Bezug auf ab, 
ab’, a"b" resp. zu w zugeordnoteu harmonischen Puncte h, 
h', h" in einer Geraden, so ist w ein VVendepunct, und daher 
die Gerade hh' h" die harmonische Polare von tc. Lettre 

ä l’iiditcur. Crclle's Journ. ßd. 39. pag. 3fif>.) 

Beweis. Wäre w nicht ein Wendepunct, so würden 
die Puncte h, h', h" nach [277 1 auf einem Kegelschnitte, näm- 
lich der conischeu Polare von tv, liegen, und diese könnte 
nicht aus zwei Geraden bestehen [268], weil w nicht auf der 
Hesse’scheri Curve liegt. 

343. Sind wab und wab' zwei Secanten durch einen 
Wendepunct, so liegen die Schuittpuncte der Geraden na’, bh' 
und ab', a' b auf der harmonischen Polare von iv. (Maciaurin 
I. c. [230] pag. 232.) — Denn die Verbindungslinie dieser Schnitt- 
puncte trifft die Secanten wab und ica'b' in den zu w zu- 
geordneten harmonischen Puncten (Siehe n. a. Schroter. Steiners 
Vorlesungen §. 9). 

344. Ist wab eine Secautc durch einen Wendepunct tv, 
so schneiden sich die Tangenten in a und b auf der harmo- 
nischen Polare von w. — Aus [343] , wenn a' mit a, und b' 
mit b zusammenfällt. (.Maduurin 1. c. [230] pag. 232.) 

345. Legt man durch einen Wendepunct w drei Secan- 
ten wab, wa'b", wa’ b”, so liegen die sechs Puncte ah, a’b', 
a”b”, auf einem Kegelschnitt. — Aus [225], da in dem 
Wendepuncte drei in gerader Linie liegende Curvenpuucte 
vereinigt sind. {Serret Alg. sup. II. pag. 586. Cremona art. 39. c.) 

346. Wenn die sechs Puncte ab, a'b’, a"b', in welchen 
drei durch einen Curvenpunct w gelegte Secanten die Curve 
schneiden, in einem Kegelschnitte liegen, so ist w ein Wende- 
punct der Curve. — Denn da die drei Geraden wab, wa'b', 
wa"b" eine Curve 3. O. bilden, und sechs ihrer Schnittpuncte 
mit der gegebenen Curve 3. 0. auf einem Kegelschnitte lie- 
gen, so befinden sich die drei in w vereinigten Schnittpuncte 
nach [220] in einer Geraden. {Seirei Alg. sup, H. pag. 580.) 
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;H7. Sind a, u, a" drei in gerader Linie liegende Curven- 
jniucte, und zieht mau durch sie und durch einen Wende- 
puuct ic drei Gerade, welche tlie Curve in h, h', b" treflen, 
so liegen diese drei l’uncte ebenfalls in einer Geraden, und 
die Geraden nn n" und hh'b" treffen sich auf der harnioni- 
schen Polare von — Aus [345]; demi liegen von den 
•sechs Puueteu des Kegelschnitts ab, ab', (t"b” drei in einer 
Geraden, so haben die übrigen drei dieselbe Eigenschaft. Dies 
übrige folgt aus, [343]. {Cremona iirt. 30. C.) 

34b. Schneidet eine durch einen Wendepuuet w ge- 
zogene Gerade die Curve in « und b, so giebf es einen Kegel- 
schnitt, welcher die Curve sowohl in u als auch in b drei- 
punctig berührt. — Denn lässt mau in [345] die drei Gera- 
den wub, iva'b', wd'b" in wab zusammenfallen, so hat der 
durch ab, ab', a"b" gehende Kegelschnitt sowohl in a als 
auch in b drei Puncte mit der Curve gemein. Poneelet. Ana- 
lyse des traosveraales. Crelto’s Journ. I!d. 8. pag. 134. tV™«7in art. 39. d.) 

349. Und ebenso folgt aus [340]: Wenn ein Kegel- 

schnitt eine Curve 3. ü. in zwei Puncten u und b dreipuuetig 
berührt, .so trifft die Gerade ab die Curve in einem Wende- 
puuete. 

350. Ist a der Berührungspunct einer aus einem Wende- 
puncte au die Curve gezogenen Tangente, so giebt es einen 
Kegelschnitt, welcher die Curve in a sechspunctig berührt. — 
Aus [348], wenn « und b zusammenfalleu. (Cremona art.39. d.) 

351. Es giebt auf einer Curve 3. 0. 27 Puncte, in denen 
sie eine sechspuuetige Uerühruug mit einem Kegelschnitte 
hat; nämlich die Berührungspuncte der 27 aus den 9 Weude- 
puncten an die Curve gehenden Tangenten. — Aus [350]; 
und dieses sind die einzigen Puncte von der erwähnten Eigen- 
schaft, denn .sobald ein Puuet diese Eigenschaft besitzt, so 
ist sein Tangentialpunct nach [349] ein Wcndcpunct. (Sieiner. 
Oeometrisclie Lehrsätze. Crello’s Journ. Bd. 32. pag. 182.) 

§• 2 . 

352. Die (Jerade, welche zwei VVendejiuncte einer Curve 
.3. 0. verbindet, trilft ilie Curve allemal in einem driften 
^^ endepuncte. (Marinurin I. c. [2:40] pag. 231. Satmon, p.og. 46. 
Cremona art. 1.39. b.) 
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Beweis 1. Zieht man durch zwei Wendepuncte w, tv je 
eine Gerade, welche die Curve in re.sp. ab und a'b' treffen, 
und schneidet daun die Curve mit den Geraden ww', aa, bb' 
in w u" c", so liegen die drei letzten Puncte nach |229J 
ebenfalls in einer Geraden. Dreht man nun die Geraden ab 
und a'b' um tv und iv herum, bis sie Tangenten an der 
Curve werden, so fallen a und b beide in w, und b' in w' 
hinein, weil w und w’ Wendepuncte sind. Demnach fallen 
die Geraden aa'a" und bb'b" beide mit ww w" zusammen, 
und folglich auch die Puncte a", b" mit w". Die Gerade 
w 'a"b" hat also dann in iv" drei zusammenfallende Puncte 
mit der Curve gemein, sie ist daher eine Wendetangeute und 
ein Weudepunct, denn der nach [212] ebenfalls mögliche 
Fall, dass tv" ein Doppelpunct wäre, kann hier nicht statt- 
finden, weil dann die Gerade ww' tv" vier Puncte mit der 
Curve gemein hätte. (Serrri. Alg. sup. II. pag. 580.) 

Beweis 2. Bedeuten A, B, C, D lineare Ausdrücke, und 
k eine Constante, so kann die Gleichung einer Curve 15. O. 
auf die h'orm 

A BC — k D' = 0 

gebracht werden, weil mau dabei über neun Coustanten ver- 
fügen kann. Alsdann trifft die Gerade A = 0 die Curve in 
drei zusammenfallenden Puncten da, wo sie von der Geraden 
= 0 getroffen wird. Dasselbe gilt von den Geraden B = 0 
und C = 0, folglich sind diese drei Geraden Weudetangenten, 
und ihre Durchschnitte mit der Curve, d. h. die Wendepuncte 
liegen in der Geraden B = 0. Von diesen Durchschnitten 
kann keiner ein Doppelpunct sein, weil sonst die Gerade 
D = 0 vier Puncte mit der Curve gemein hätte. {Saimon 
pag. 136.) 

Beweis 3. Lässt man in [347] die drei in gerader 
Linie liegenden Puncte aa'a” zusammenfallen , so entsteht 
ein Weudepunct; dann fallen auch die Puncte bb'b" in einen 
Wendepunct zusammen {Saimon pag. 140.) 

363. Die neun Wendepuncte einer (.hirve 3. 0. liegen 
zu je drei in zwölf Geraden, von denen durch jeden Weude- 
punct vier hindurchgehen. Diese zwölf Geraden theilen sich 
in vier Gruppen zu je drei Geraden, von der .Art, dass in 

OrK^t, Curven dritter (JTtinutig. 13 
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jeder Gruppe alle neun Wendepuncte enthalten sind. (PKcker. 
System der aualytischeu Geom. pag. 284.) 

Beweis. Da eine durch zwei Wendepuncte gezogene 
Gerade jedesmal noch einen dritten Wendepunct enthält [352], 
so kann man durch jeden Wendepunct vier Gerade legen, 
welche die acht übrigen Wendepuncte enthalten. Man er- 
hält dadurch 36 Gerade, von denen aber jede drei Wende- 
puncte enthält und daher dreimal gezählt ist. Von diesen 
36 Geraden sind demnach 12 untereinander verschieden, und 
von diesen zwölf gehen durch jeden Wendepunct vier. Sind 
nun etwa 1, 2, 3 drei in einer Geraden liegende Wende- 
puncte, so kann man durch jeden dieser Puncte ausser der 
Geraden 123 nur noch drei Gerade ziehen. Man erhält dem- 
nach nur zehn Gerade, von denen jede mindestens einen der 
drei Puncte 1, 2, 3 enthält. Es bleiben also noch zwei Ge- 
rade übrig, die durch keinen dieser Puncte gehen. Eine von 
diesen beiden Geraden enthält daher drei der übrigen sechs 
Wendepuncte, und da die neun Wendepuncte die Durchschnitte 
zweier Curven 3. 0. sind [339], so müssen nach [224] die drei 
letzten ebenfalls in einer Geraden liegen. Wenn man also 
von einer der vier Geraden ausgeht, welche durch einen be- 
stimmten Wendepunct gehn, so gelangt man auf die eben 
angegebene Art zu einer Gruppe von drei Geraden, welche 
alle Wendepuncte enthalten; und folglich giebt es vier sol- 
cher Gruppen. {Serrei. Alg. Bup. II. pag. 581.) 

354. Man übersieht die Vertheilung der neun Wende- 
puncte auf die zwölf Geraden in einfacher Weise, wenn man 
die Glcicliuug der Curve 3. ü. auf die Poriu 

P ß-' + - 3 k /I C = 0 

bringt, worin A, ß, C lineare Ausdrücke, und k, l, (i, v Coii- 
stauten bedeuten. Dies ist immer möglich, weil man über 
neun Constanten verfügen kann. iSetzt man darin der Ein- 
fachheit wegen A, ß, C für resp. XA, (iß, vC, und k für 

so reducirt sich die vorige Gleichung auf 

(1) Ä^-\- B^A^C' — 3k AßC=^0, 

und diese lässt sich in folgenden drei Formen schreiben 
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43 ^3 _|_ ^3 _|_ ^3 _ 3A- ABC= (A-3 — 1) ^ 

^3 + /t> ß* + — 3A AßC = (A3 — 1) ^3 

A^ + B^ + A3 C3 _ ^BC = (A3 — 1) C\ 

Bedeutet nun a eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit, so 
können die linken Theile dieser Gleichungen nach [10] in 
lineare Factoren zerlegt werden ; man erhält dadurch 

{kA+B+C){kA+«ß+a?C){kA-\-a^B + aC) = {P—l)A^ 
(A-i-kß+C)(u^A + kB+aC) («y< + AÄ+a^C) =(A-3— 1) ^3 
(A+B + kC){aA + a'‘B + kC){tt‘A + aB+kC) = (k^ — l)C^. 

Jede dieser Gleichungen hat die in [352] betrachtete Form; 
daher ist jede der drei Geraden A, B, C die Verbindungslinie 
dreier Wendepuncte {Saimon. pag. 136), und die links stehenden 
neun linearen Factoren stellen, gleich Null gesetzt, die neun 
Wendetangenteii dar. Die Wendepuncte sind nun die Durch- 
schnitte der Geraden A, B, C mit den Wendetangenten, also 
folgende Durchschnitte: 

A=0 mit kA-\-B-{-C=0, A.J+cß-fa’ C=0, kA+u‘B+aC=0 
//=0' „ A+kß+C=<), a'^A-i-kB+aC=A), aA+kB+a‘‘C=0 
C==0 „ A+B+kC^i), a/t-t-a’ff-f AC=0, a^A-j-aB+kC=0. 

Daraus folgt aber, dass dieselben Puncte auch als die Durch- 
schnitte folgender Geraden dargestellt werden können: 

1 ,^=0 mit B+C=0, B-i-aC=0, aZ? + C=0 
Ä=0 „ C+A=0, C+aA=0, aC+A=0 
C=0 „ A+B=0, A + «B=0, aA+B=0. 

Nimmt man nun die Geraden A, B, C als Seiten des Funda- 
mentaldreieckes an, und bezeichnet die Wendepuncte dem 
vorigen Schema gemäss der Reihe nach mit 1, 2, 3, . . . 9, 
so werden die Coordinaten derselben folgenden Werthen pro- 
portional 

tl)0,-fl,-l 2)0,+«,-! ,3)0,+l,-« 

(3) 4)-l,0,+l 5)-l,Ü,+a 6)-a,0,+l 

l7)-fl,-l,0 8)-f«,-l,0 9)-fl, -ß,0; 

und dann ergiebt sich, dass von den neun Wendepuncten 
drei, nämlich 1, 4, 7, reell, die übrigen sechs aber imaginär 

13» 
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sind. Von den zwölf Geraden, welche durch die Wendepuncte 
gehen, erhalten wir sofort vier, nämlich 

^=12 3 .ß = 456 tr = 789 

und ausserdem 14 7, weil die Determinante der neun Coor- 
diiiaten dieser drei Puncte verschwindet [18]. Man könnte 
ebenso, indem man zusieht, von welchen Puncten die Deter- 
minante der Coordinaten Null wird, die noch übrigen Gera- 
den finden. Man gelangt aber *zu diesen auch durch eine 
andere Betrachtung, welche sofort die Gleichungen derselben 
liefert. Schreibt man nämlich die Gleichung (1) in folgenden 
Formen 

C' — 3A llC = 3 {k— \) ABC 
(4) I ^3 _j_ ßi Jf-i!^ — nuABC = ^ (A - «) ABC 
\ A^ -Jf- B^ C' — 3a* ABC = 3 (A — a*) ABC, 

so kann man die linken Theilc nach [10] wieder in lineare 
Factoren zerlegen und erhält 

(^A-\-B-{-C) {A-\-aB-\-a^C) {A-\-tt^ B-\-aC) = 3(A— 1)^/?G 
a*(a^+7? + C) {A-\-aB-\-C) {A+B-\-aC) = 3(A— a) ABC 
a{a^A-\-B + C){A-{-a^B-\-C){A-\-B-{-a‘C)=^k—a‘)ABC. 

Nun wissen wir schon, dass die Durchschnitte der Geraden 
A, B, C mit der Curve die neun Wendepuncte sind. Nach 
den vorigen Gleichungen aber stellen sich diese dar, als die 
Durchschnitte dieser Geraden 

A = 0 /y = 0 C = 0 
mit folgenden neun anderen 

A’=A+B-[-C=0, B'=A+ttB+a^C~^, (’’=A+a'‘B-i-ttC=0 
A"==-aA + B+C=A:), B"=A a B+C==0, C"=A+B+aC=^ 
A"=aU+B+C=0, B'"=A+a'^B-}-C=^, C"=A+B+a^C=^ 

Diese sind demnach die zwölf in Rede stehenden Geraden; 
wie man sieht, sind vier von ihnen reell, und acht imaginär. 
Substituirt man in die vorigen Gleichungen die Werthe A = 0, 
B—0, C==0 und vergleicht die Resultate mit (2) und der 
in (3) angewendeteii Bezeichnung, .so ergiebt sich, dass die 
Durchschnitte der Geraden A, B, C mit A', B', etc. folgende 
Wendepuncte liefern : 
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= l (.diP')=2(^C')=3 ' {AA") = \ (AB")==^ {AC')=^2 
(///)=4(/;//')=5(/?(:') = 6 1 (/?./')=5(/?^')=4 (W") = (5 
(CA') = 1 (6’i/')=8 (Cr)=9 (6’^') = 9 («/■') = 8 (6Yr')==7 
(.4.4"') == 1 {AB"') = 2 = 3 

(5/4"') = G (55'") = 4 (5<r") = 5 
{CA"') = 8 (55"') = 9 (55"') = 7. 

Die zwölf Geraden verbinden also folgende Wendepuncte 
.4=123 /4' = 147 .4"= 159 /4"'=168 

5 = 456 5' = 258 5" = 348 5"' = 249 

5= 789 5'= 369 f" = 2G7 5"' = 357 

lind bilden in dieser Anordnung die vier Gruppen, von denen 
jede alle Wendepuncte enthält. Jede dieser Gruppen bildet 
ein Dreieck, nämlich ABC, zl'5'5', A" B"C, Ä" B"'C". Be- 
zeichnet man die den Seiten derselben resp. gegenüberliegen- 
den Ecken mit abc, ab'c', a"b"c", n"'b"'c", so erhält man 
auch die Coordinaten dieser Pimcte (entweder durch Auf- 
lösung je zweier der obigen Gleichungen für A’, B', etc. oder, in- 
dem man beachtet, dass die Coordinaten jedesmal so zu wählen 
sind, dass die identische Gleichung 1 = 0 entsteht, 

und dass abc die Ecken des Fundamentaldreieckes sind) 
folgendermasseu : 

55=a... 1,0,0 55" = n... 1,1,1 5"5'' = «" .. . 1, «, a 
5.4 = 4«... 0, 1,0 <r.( = b' t/'/f" = A"... 1,«’, 1 

/45 = f... 0,0,1 .4'5'=c'... l,«,«'“ .4"5"=c"... 1,1, 

B’"ir = a' ... 1, 0 ^, 0 ^ 
r' Ä" =/»'"... 1, re, 1 
X" B" = c" ... 1, l, re. 

Hieraus ersieht man 1er- vig. 

uer, dass eines der vier 
Dreiecke vollständig reell 
ist, nämlich ABC’, aber 
von den Geraden .4, 5, 5 
enthältjede nur einen reel- 
len Wendepunct, nämlich 
der Reihe nach 1, 4, 7 
(Fig. 30), und dann noch /i 1 J 
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zwei cmijugirt imaginäre. Von einem zweiten Dreiecke, 
nämlicli A' li' l' ist eine Seite A' reell, nämlich die Verbiii- 

clungslinie der reellen 
Weudcpuncte 1,4,7, und 
ausserdem die gegenüber- 
liegende Ecke a, die bei- 
den anderen Seiten und 
Ecken dieses Dreiecks 
sind imaginär. Die beiden 
noch übrigen Dreiecke 
endlich sind vollständig 
imaginär. (Hesse. Kigenschaften der Wendepunete etc. Crelle’s Joum. 
Cd. 38. pag. 257.) 

355. Durch die neun Wendepunete einer Curve 3. 0. 
M = 0 gehen [339] unendlich viele Ourven 3. 0. hindurch, 
unter denen sich auch die Hesse’sche Curve //(«) = 0 befindet. 
Alle diese Curven aber haben die Wendepunete der Curve « 
zu ihren eigenen Wendepuueten. (Hesse, üober die Wendepunete 
der Curven 3. 0. Crelle’s Journ. Bd. 28. png. 107). Ein derartiger 
Büschel von Curven 3. 0. heisst ein syzygetischer Büschel. 
(Cayley. On curves of the third Order. Phil. Trans, vol. 147. pag. 416. 
Cremona art. 140. a) 

Beweis 1. Durch einen Wendepunct w gehen vier 
Gerade, von denen jede zwei neue Wendepunete enthält [353], 
und die man daher als Secanten der Curve u betrachten 
kann. Die harmonische Polare von tv schneidet diese Secan- 
ten in den zu tv zugeordneten harmonischen Puiicten. Legt 
man nun durch w und die acht übrigen Wendepunete eine 
andere Curve 3. 0., so sind obige 4 Geraden auch für diese 
Curve Secanten der Art, dass die auf jeder zu w zugeordneten 
harmonischen Puncte in einer Geraden liegen, also [342] ist 
IV auch ein Wendepunct der neuen Curve 3. 0. (■'iaimmi. Lettre 
ä monsieur Grelle. Crelle's Journ. Bd. 39. pag. .36.5. Cremona art. 140. aV 
Beweis 2. Bringt man nach [354] die Gleichung der 
Curve tt auf die Form 

-f- 7/3 + C’3 — nUA It C = 0, 

so sind .4 li C drei Gerade , welche die Curve in ihren neun 
Wendepuueten durchschueideu, und zwar gilt dies, welchen 
Werth auch die Constaute k haben möge. Giebt man aber 
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dieser Constanteu alle möglichen Werlhe, so erhält inan alle 
möglichen Curven 3. O., welche durch die Durchschnitte einer 
derselhen mit den drei Geraden .1, H, (' hindurchgehen (z. B. 
durch die Schnitte der beiden Curven Ä' + B' -(- C' = 0, 
und A B C = 0) also sind diese Puuete die VVendepuncte für 
alle Curven dieses Büschels, der demnach ein syzygetischer ist. 

3ÖG. Alle Curven eines syzygetischen Büschels haben 
die harmonische Polare jedes Weudepuncts gemeinschaftlich. 
— Aus [355]. Bew. 1. 

357. Ist u = 0 eine Curve 3. 0., //(u) — 0 ihre Hesse’- 
sche Curve, so ist identisch 

// (//(m) + ^ ^ 

wo X, «, /? Constanten bedeuten. (Besse. Zur Thoorio der 
uation. Crelle’s Joum. Bd. 28. pag. 88.) 

Beweis. //(«) ^ = 0 stellt eine Curve dar, welche 

durch die Schuittpuncte' der Curven u und //(«), d. h. durch 
die Wendepuuete von u (und [355] auch von //(«)) geht. 
Die Wendepuncte dieser neuen Curve liegen auf ihrer Hesse’- 
schen Curve d. h. auf H (//{«) + A «) = 0, sie sind aber 
[355] identisch mit den Wendepuncten der Curve u, daher 
geht die Curve II (// (») -j- ^ = 0 auch durch die Schnitte 

von 14 = 0 und //(u) = 0, und folglich muss ihre Gleichung 
auch die Form rc u ß H{u) = 0 haben. (Bari, ■’ialmon. Lettre 
ä l'cditeur. Crelle’s Journ. Bd. 39. pag. 366. Serret. Alg. sup. II. pag. 589.) 

358. Legt man durch einen Weudepunct w drei Secan- 
ten, welche die Curve 3. 0. in ab, ab’, a'b" schneiden, so 
haben alle Curven 3. 0., welche durch die sieben Puncte w, 
ab, ab', a" b" hindurchgehen, den Wendepunct als solchen 
und die harmonische Polare desselben gemeinschaftlich. 

Beweis. Sind h, h', h" die Puncte, welche mit w die 
Punctepaarc ab, a'b',a"b'’ harmonisch trennen, so liegen h, 
h’, k" auf der harmonischen Polare von w [341]. Legt man 
nun durch die obigen sieben Puncte irgend eine andere Curve 
3. 0., so sind die Geraden wab, iva'b', wd'b" auch für diese 
Secanten, daher bleiben die Puncte h, //', A" ungeändert, und 
da diese in einer Geraden liegen, so ist w auch für die neue 
Curve ein Wendepunct [342], und hh' W dessen harmonische 
Polare in Bezug auf die neue Curve. (Saimon. H. pl, Curvos. 
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pag. 141 und Crollc’s Journ. Hd. 39. pag. .365. Creiaona. Cvo pianc 
art. HO.) 

359. Legt man durch irgend sieben ^V>ndepuncte einer 
Curve 3. 0. irgend eine neue Curve 3. 0., so ist einer der 
sieben AVeii4epuncte und zwar derjenige, welcher mit den 
beiden fehlenden Wendepuncten in gerader Linie liegt, auch 
für die neue ('urve ein Wendepunct und hat in Beziehung 
auf beide ('urveu die harmonische Polare gemeinschaftlich. 

Beweis. Da durch jeden Wendepunct vier Gerade gehen, 
welche alle übrigen Wendepuncte enthalten [353^, so lassen 
sich irgend sieben W endepuncte stets so anordnen, dass durch 
drei Paare von ihnen drei Gerade gehen, die in dem sieben- 
ten zusammenlaufen, und dieser liegt dann auch mit den bei- 
den fehlenden Wendepuucten in gerader Linie. Jene drei 
Geraden bilden dann drei durch einen Wendepunct gehende 
Secanten, und daher gilt [358]. (Saimon, 1. c. [355] pag. 366 und 
H. pl. Cv8. pag. 142.) 


§. 3. 

300. Die Tangenten (Wendetangenten) in zwei Wende- 
puncten schneiden sich auf der harmonischen Polare des- 
jenigen Wendepunctcs, der mit den beiden ersten in gerader 
Linie liegt. — Aus [344], wenn die Secante wab durch zwei 
neue Wendepuncte geht, oder aus |347J, wenn sowohl ad a\ 
als auch hli b" in einen Wendepunct zicsammenfallen. (Cremonu. 
.art. 139. b.) 

301. Die harmonischen Polaren dreier in gerader Linie 

liegender \\ endepuncte k', schneiden sich in einem und 

demselben Puuete r. (PlUcki’r. Syst, d, anal, tioom. pag. 288.) 

Beweis. Seien y, 'J\ (Pig. 31) die den Wendepunc- 
ten u\ «‘j angehörigeu Wendetangeuten, und I II Hl ihre 
Durchsehnitt.spuncte, so folgt zunächst aus [360], dass die 
hanuonisehen Polaren von «'| Wj «>3 resp. durch 1 , H, Hl 
hindurchgehen. Seien In, H ß, IHy diese harmonischen Po- 
laren. Alsdann sind nach [280] die conischen Polaren der 
drei Wendejiuncte die drei Geradenpaare (// ///, Id) {Hl /, 
Ilß) (/ H, IHy). Diese schneiden sich nach 1284] in vier 
Puncten , nämlich [285] in den vier Polen der Geraden 

(o., in Bezug auf die 4,'urve 3. 0. Bezeichnet man nun 
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mit r den Durchschnitt der harmonischen Polaren I« und 
Jlß, so schneiden die beiden Geradenpaare 11 UI, Irr, III I, 
Ilß sich in folgenden vier Puncten 

(// III, III I) = III, {II III, II ß) = //,(/«, III I) = I, {Itt, IIß)^r, 
also muss auch das dritte Geradenpaar I II, Uly durch diese 
vier Puncte gehen; aber I II geht durch I und II, mithin 
geht Uly durch r, (Crcmona. art. 139. d) 

362. Hieraus folgt ausserdem: Die vier Pole einer Ge- 
raden, welche drei Wendepnncte w, WjWj verbindet, sind die 
drei Durchschnitte der zugehörigen Wendetaugenten und der 
Punct r, in dem sich die harmonischen Polaren von «t’,, ic\, 
schneiden. (Plücker. Syst. d. anal. Geom. pag. 288. Cremona art. 139. d.) 


rig. 31. 



363. .\uf der Wendetangeute T, eines Wendepuncts w, 
sind die Durchschnitte III und II der Wendetangenteu 
und Tj zweier mit auf einer Geraden liegenden Wende- 
puucte «'j und Wj einander harmonisch zugeordnel in Bezug 
auf den Wendeiiuuct und den Durchschnitt u der har- 
monischen Polare la von tv, (Fig. 31.) 

Beweis. Betrachtet mau die Geratle Wj als eine 
durch (t’i gezogene Transversale, welche die Curve in tv., 
und M’j trifft, so ist der Durchschnitt h der Geraden w,w,w, 
mit der harmonischen Polaren I« von u\ nach [341 1 harmo- 
nisch zugeordnet zu w, in Bezug auf tv,, iv,,. Mithin sind 
I (h tv, IV, itJ,) oder, was dasselbe ist, I (« w, III //) vier har- 
monische Strahlen, und daher n iv, II III vier harmonische 
Puncte. (Cremona. art. 139. c) 
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3M. Da nun bienach die Puncte a ß y (Pig. 31) den 
Wendepuncten w, tv^ harmonisch zugeorduet sind in Bezug 
auf die Ecken des Dreiecks / II III , so folgt aus [81] auf's 
Neue, dass die drei harmonischen Polaren la, II ß, Uly sich 
in einem Puncte schneiden. Ausserdem aber folgt aus [290], 
dass eine Gerade, welche drei W endepuncte Wj yerbindet, 
die gerade Polare des Punctes r ist, in welchem die harmo- 
nischen Polaren dieser Wendepuncte sich schneiden, in Bezug 
auf das aus den zugehörigen Wendetangeuten gebildete Drei- 
eck / II III. {Plücker, Syst. d. anal. Gcom. pag. 288.) 


i'lg. 31. 



365. (Fig. 31.) Eine Gerade Ä, auf welcher drei Wende- 
puncte 1 v^ W 3 liegen, ist eine Seite eines der vier Dreiecke, 
auf deren Seiten nach [354] alle Wendepuncte rertheilt sind. 
Dann ist der Puuct r, in dem sich die harmonischen Polaren 
der drei auf li liegenden Wendepuncte nach [361] schneiden, 
die der Seite Ä gegenüberliegenden Ecke desselben Dreiecks. 

Beweis. Die conische Polare irgend eines Punctes in 
Bezug auf das Dreieck, welchem li als Seite angehört, geht 
durch die Ecken dieses Dreiecks [296]; liegt aber der Punct 
auf der Seite B, so besteht seine conische Polare aus B und 
einer zweiten durch die gegenüberliegende Ecke gehenden 
Geraden, und ist der Punct ein Wendepunct w, so ist diese 
zweite Gerade die harmonische Polare von w [280, 356]. Diese 
geht also durch die gegenüberliegende Ecke. Da dasselbe 
bei allen drei auf B liegenden Wendepimcten k’, Wj statt- 
findet, so treffen sich deren drei harmonische Polaren in die- 
ser Ecke, die somit in den Punct r fällt. 
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3ÖW. Da die neun Wendcpuncte auf zwölf verschiedene 
Arten zu je drei, die auf einer Geraden liegen, combinirt 
werden können, so schneiden sich ihre neun harmonischen 
Polaren zu je drei in zwölf Puncteu [3G1], und diese sind 
die zwölf Ecken der vier Dreiecke, welche von jenen Geraden 
gebildet werden [365]. Da durch jeden Wendepunct vier 
dieser Geraden gehen [353], so liegen auf jeder harmonischen 
Polare vier jener Eckpuncte. Von den neun harmonischen 
Polaren sind (den Wendepimcten entsprechend) drei reell und 
sechs imaginär; und von jenen zwölf Puncten sind (den Ge- 
raden entsprechend) vier reell und acht imaginär [354] . 
{Hesse. Eigenschaften der Wendcpuncte etc. Crcllo’s Journ. Bd. 38. 
pag. 259. Cremona art. 142.) 

367. Für jeden Pimct m, der auf einer Geraden It liegt, 
welche drei Wendcpuncte verbindet, ist die conische Polare 
in Bezug auf die Curve dieselbe, wie in Bezug auf die zu- 
gehörigen drei Wendetangenten. 

Beweis. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von 
[301]. Denn da auf einer Wendetangente im Wendcpuncte 
drei Curvenpuncte vereinigt sind, so bilden die drei Wende- 
tangenten eine Curve 3. 0., deren neun Durchschnitte mit 
der gegebenen Curve auf drei mit R zus'ammenfalleiiden und 
daher auch durch m gehenden Geraden liegen. 

368. Aufgabe. Wenn von einer Curve 3. 0. drei in 
einer Geraden R liegende Wendcpuncte nebst den Wendetan- 
genten in den letzteren, und ausserdem ein Curvenpunct p 
gegeben sind, so soll mau in diesem die Tangente construiren. 

Auflösung. Mau construire nach [291] die gerade Po- 
lare des Punctes p in Bezug auf das von den Wendetangenten 
gebildete Dreieck. Schneidet diese Polare die Gerade R in 
m, so ist pm die verlangte Tangente. {Plücker. System der 
anal. Geom. pag. 289.) 

Beweis. Da die gerade Polare von p in Bezug auf die 
drei Wendetangenten durch m geht, so geht die conische 
Polare von m in Bezug auf dasselbe Dreieck durch p [273]. 
.\ber diese conische Polare ist nach [367] zugleich die conische 
Polare von m in Bezug auf die Curve, also berührt mp die 
Curve in y;. [270]. 
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369. Die Bernhrimgspuncte der sechs Tangenten aus 
einem Puncte m der harmonischen Polare IV eines Wende- 
punctes tv liegen paarweise auf drei Geraden, die durch den 
Wendepunct w gehen. 

Beweis. Sei ma eine der Tangenten mit dem Berüh- 
rungspuncte a. Schneidet man die Curve mit wa in b, so 
geht die Tangente in b durch m [344], dalier ist mb eine 
zweite Tangente. Ist nun ma' eine dritte Tangente, so kann 
a' mit tvab nicht in einer Geraden liegen, daher giebt es 
jetzt noch eine Tangente mb', bei der b' mit a'w in gerader 
Linie liegt, und ebenso giebt es noch ein drittes Paar. 

370. Die sechs Tangenten aus einem Puncte m der 
harmonischen Polare fV eines Wendepunctes tv bilden eine 
Involution, und zwar sind je zwei Tangenten, deren Berüh- 
rungspuncte mit w in einer Geraden liegen, conjugirte Strah- 
len. Die Doppelstrahlcn der Involution werden von der har- 
monischen Polare fV und der Geraden mw gebildet. 

Beweis. Sind a, b die Beriilirungspuncte solcher zwei 
Tangenten, dass wab in einer Geraden liegen, und schneidet 
diese Gerade die harmonische Polare iV in h, so sind wh ab 
vier harmonische Puncte [341], und daher m {tvh ab) vier 
harmonische Strahlen. Setzt man an Stelle des Tangenten- 
paares m (ab) ein anderes in derselben Art zusammengehöriges 
Paar, so gilt dasselbe, und dabei bleiben die Strahlen mw 
und mh, d. i. fV ungeändert. Da die sechs Tangenten also 
drei Strahlenpaare bilden, welche einander in Bezug auf das- 
selbe Strahlenpaar mw und TV harmonisch zugeordiiet sind, 
so bilden sie eine Involution [67] [45]. (Cremona. Zus. iu 

Ciirtze’s UebcrECty.iing. iirt. J39. a. bis.) 

371. Nimmt man auf den harmonischen Polaren W , 
tf'j IV^ dreier in gerader Linie liegender Wendepuncte W|,mi„k ’3 
je einen Punct Wj, m, beliebig an und zieht aus jedem 
ein solches Taugentenpaar an die Curve, dass die Beriihrungs- 
jumete mit dem betrefl'enden Wendepuncte in gerader Linie 
liegen [369], so befinden sich diese sechs Berührungspuncte 
auf einem Kegelschnitt. — Aus [225], denn die sechs Be- 
riihruugspuncte liegen paarweise auf drei Geraden, welche 
durch die drei iu gerader Linie liegenden Uurvenpuncte 
w'i k >2 «’j gehen. 
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372. Liegt ein Weudepuuct w im Unendlichen, so ist 
seine harmonische Polare ein Durchmesser der Curve, d. h. 
sie halbirt alle Sehnen, welche parallel sind zu der Geraden, 
die w mit zwei anderen Wendepuncten verbindet. 

Beweis. Schneidet eine durch w gezogene Gerade die 
Curve in <i, h und die harmonische Polare in A, so sind 1341] 
tv h ah vier harmonische Puncte. Rückt aber w ins Unend- 
liche, so fällt h in die Mitte von a A; und sümmtliche Sehnen 
a b werden parallel mit der Geraden, die w mit zwei andern 
Wendepuncten verbindet. {Saimon. pag. Ul.) 

373. Liegt die harmonische Polare eines Wendepunctes 
w im Unendlichen, so ist der letztere ein Mittelpuuct der 
Curve, d. h. alle durch ihn gehenden Sehnen werden in ihm 
halbirt. — Denn wie im vorigen Art. sind w hob vier har- 
monische Puncte. Hier rückt h ins Unendliche, also fällt w 
in die Mitte von a b. {Saimon. pag. ui.) 


Siebenter Abschnitt. 

Tangenten aus Curvenpuncten. Correspondirende 
Funote und Punotepaare. Functquadruiiel. 

§• 1 . 

374. Liegen drei Berührungspuncte a, b, c der aus einem 
Puncte m der Curve an diese gehenden Tangenten in einer Ge- 
raden, so ist m ein Wendepunct, und die Gerade abc die 
harmonische Polare desselben. [341] — Denn die zu a,b, c 
gehörigen Tangentialpuncte liegen .[230] ebenfalls in einer Ge- 
raden, da sie aber hier in einen Curvenpunct zusammenfallen, 
so ist dieser ein Wendepunct. 

375. Hieraus folgt; Sind «, b, Cfd die Berührungspuncte 
der vier Tangenten, welche ans einem Curvenpuncte m, der 
nicht ein Wendepunct ist, an die Curve gelegt werden können, 
so liegen von ihnen keine drei in einer Geraden. 

376. Zieht man aus einem Puncte m einer Curve 3. O. 
die vier ausser der Tangente in m möglichen Tangenten an 
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die Curve, so bleibt das Doppelrerhältniss derselben constant, 
wenn m auf der Curve fortrückt. 

Beweis 1. Sind a, b, c, d die vier Berührungspuncte, 
so geht die conische Polare von m durch diese Puncte hin- 
hindurch [270] und berührt die Curve in m [269|. Bezeichnet 
man also mit m einen unendlich nahe bei w liegenden Cur- 
venpunct, so liegt dieser auch auf der conischen Polare von 
m. Zieht man nun aber aus m aufs Neue die vier Tangenten 
an die Curve, so sind die Durchschnittspuncte derselben mit 
den frühem vier Tangenten die Puncte a,b,r,d, weil [187] 
zwei unendlich nahe Tangenten sich auf der Curve schneiden. 
Demnach liegen diese Durchschnitte mit mm' auf dem näm- 
lichen Kegelschnitt, und daher [86] ist das Dojipelverhältniss 
der Stralilen m{tibcd) dasselbe wie das der Strahlen m'{abcd). 
Dieses bleibt also ungeändert, wenn m auf der Curve fort- 
riickt. (Salmon. Tliourenies Hur lea courhes du 3. degrü. Crelle’a Journ. 
Bd. 42. pag. 274. II. pl. Cva. pag. 171. Crrmona, art. 131.) 

Beweis 2. S. [.39.')]. 

;377. Zieht man aus zwei Puncten m und ;//' einer Curve 
3. 0. die Tangenten m {a b c d) und m' {ab' cd) an die Curve, 
so liegen die sechszehn Schnittpuncte dieser zwei Mal vier Ge- 
raden auf vier Kegelschnitten, welche alle durch m und m' hin- 
durchgehen. {Salmon. ITieorüniea etc. Crelle’a Jouni. Bd. 42. pag. 273.) 

Beweis. Sind m'a',m'b', m'c, m' d" die Lagen, welche 
ma,mb, mc,md resp. annehmen, wenn m nach m' gerückt 
ist, so haben diese beiden Strahlenbüschel gleiches Doppel- 
verhältniss [376]. Sind x, A, (i, v die der Reihe nach ge- 
nommenen Durchschnitte je zweier Stralilen ma, nt a', etc., 
so liegen m m' x k (i v auf einem Kegelschnitt [85]. Conibi- 
nirt man die Strahlenpaare in anderer Weise, so liegen die 
Schnittpuncte der vier Paare nur dann auf einem Kegelschnitt, 
wenn das Dopjielverhältniss des zweiten Büschels dem des 
ersten gleich ist, weil die sich schneidenden Strahlen nur 
daun als einander projectivisch entsprechend betrachtet werden 
können. Um also Kegelschnitte zu erhalten, darf mau nur 
solche Corabinationen nehmen, welche Strahlenbüschel mit 
gleichem Dopjielverhältniss geben. Nun sind nach [24] nur 
folgende Doppelverhältnisse dem ersten unter ilmeu gleich 
{a'b'c’d'), {b'a'd'c'), {c'd'a’h'), {(t c b' a'). 
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Combinirt man jeden von diesen Büscheln mit ab c d und be- 
zeichnet die Durchschnittspuncte wie nebenstehend 
d, 

a', (r, c^d", ... X, fi, V 

b', a', (f, c, ... x', X’, (i, V 

c, d, a\ V , ... x", X'\ fl" v" 

, c ,b , a, ... X , X , fi , V , 

so erhält man die Durchschnitte jeder Tangente des einen 
Büschels mit jeder des auderen Büschels, also alle sechszehn 
Schnittpuncte. Diese liegen also auf vier Kegelschnitten, 
welche alle durch m und m' hindurch gehen, nämlich 
mm' xXfiv , mm'x'X'fiv, m??i'x" X”(i"v", mm' x'" X'" (i" v" 
(Satmon. pag. 151. Cremona. art. 131. a. 149. e.) 

§■ 2 . 

378. Zwei Puncto einer (Jurve .3. (). , welche einen ge- 
meinschaftlichen Tangentialpuuct haben, sollen correspon- 
dirende Puncte der Curve genannt werden. (Cremuna. art. 133 a.) 
Da aus einem Puncte der Curve vier Tangenten an die letz- 
tere gehen, so hat ein Curvenpunct als Berührungspunct be- 
trachtet, drei mit ihm correspondirende Puncte. Solche vier 
unter einander correspondirende Puncte, welche einen gemein- 
schaftlichen Tangentialpuuct haben, sollen das dom letzteren 
zugehörige Punctquadrupel genannt werden. (£»>• 

Zur Erzeugung der C'urvcn 3. 0. Monatsber. der Wiener Acad. Bd. 58. 
Oct. 1868.) 

375). Liegen die sechs Ecken eines vollständigen Vier- 
seits auf einer Curve 3. ()., so sind 
die gegenüberliegenden Ecken cor- 
respondireude Puncte unil die den drei 
Eckenpaaren zugehörigen Tangential- 
puncte liegen in gerader Linie. 

Beweis 1. Seien (Fig. 32.) aa', 
bb', cd die gegenüberliegenden Ecken- 
paare des Vierseits. Betrachtet man , , 

die in einem derselben z. B. a und 
gezogenen Tangenten als gerade Linien / 
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welche je zwei unendlich nahe Puncte au und «'«' verbinden, 
so kann man das Viereck aa hb' als ein Sechseck auba'u'b' 
betrachten , in welchem die sechs Ecken und die Durchschnitte 
zweier Paare gegenüberliegenden Seiten 
{ccb, a'b') = c und {ba' , b'a) = c auf 
der Curve liegen. Nach [233] liegt 
dann auch der Durchschnitt des drit- 
ten Paares gegenüberliegender Seiten 
(aa, a'a) = y auf der Curve. Dieses 
wird hier aber von den beiden Tan- 
genten in « und a' gebildet. Ebenso 
kann der Beweis für die beiden ande- 
ren Eckenpaare geführt werden. Nun 
liegen von den sechs Ecken eines voll- 
ständigen \'ierecks allemal drei, von denen keine zwei dem- 
selben Paare angehören , in gerader Linie [82] z. B. ab c, 
demnach liegen deren zugehörige Tangentialpuncte ebenfalls 
in einer Geraden [230], (Maeiaurin 1. C. [230] pag. 287. 242. Cre- 
mona. art. 45. d.) 

Beweis 2, Bedeuten .4 = 0, 2? = 0, C = 0, ß = 0 die 
Seiten des Yierseits, indem ^i, B, C, D lineare homogene Func- 
tionen von , Xj , Xj bezeichnen , so kann die Gleichung einer 
Curve 3. (). u, welche durch die sechs Ecken des Vierseits 
geht, in der Form 

M = aBCB -f ß/fCB + y.4BB + SABC = Q 

geschrieben werden, worin a,ß,y,d Constanten bedeuten. 
Denn man kann bei dieser Gleichung über 1 1 Constanten ver- 
fügen, und sie wird erfüllt, sobald zwei der vier linearen 
Functionen verschwinden. Sind nun ij, tjj die veränderlichen 
Coordinaten der Tangente in einem Puncte x, und setzt man 
d A 

^ = /4,-, etc., so erhält man nach [149] als Gleichung der 
Tangente 


Fis. 32. 



V 


(ßCl) + YBD-\-S BC)(A, y, H- A, y., + .<,y,) 

+ (« CB + YAB + ÖAC) (B,y, B,y, + B^,) _ 

-p (aBl)-\-ßAD-\-dA B)(i\y^ -p C.,y^-\- 
-P (aBC-\-ßAC~\-yAB)(B^y,-\-B.jy.j-\- B.jf^ 

Bezeichnet man aber mit A„, B^ etc., was aus A, B, etc. 
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wird, wenn man darin die y, statt der Xi substituirt, so ist 
nach dem Euler'sclien Satze [G], da /^^ etc. Oonstanten sind 

+ -'^ 3^3 = -^ 1 / ^\Vl + ^ 3^2 + ^ 3^3 — 

^iVi + ^'2 y-i + ^3^3 “ ^'y ^\V\ + Ay2 + — ^y 

Demnach wird die Gleichung der Tangente 

{^CD-{-yBD-\-6BC)Ay-\-{uCD-\-yAD-^8AC')By\ . 

-I- {aBn + ßAD-\-8AB)Cy + luBC-\-ßAC+ yAB)B) ^ 

Hieraus erhält man nun für die Tangente in der Ecke .4=0, 
.5 = 0 die Gleichung 

(1) ßAy-\- aBy^O 


und für die in der gegenüberliegenden Ecke C = 0, 5 = 0 

(2) dC, + y5, = 0. 

Multiplicirt man die erstere mit CyDy, die letztere vaiiAyBy 
und addirt, so erhält man für ihren Durchschnitt 

22 By Cy Dy -j“ ß Ay Cy Dy “f" y AyBy Dy -j" 8 Ay By Cy = 0, 


und daher liegt dieser auf der Curve u. Ebenso beweist man 
dasselbe von den Durchschnitten der beiden anderen Tangen- 
tenpaare. Multiplicirt man ferner die Gleichung (1) mit ^ 

und (2) mit so giebt die Summe 


+ 

-T (j t- y 


+ 


daher liegt der Durchschnitt der beiden Tangenten auf 
dieser Geraden. Da aber die Gleichung der letzteren sowohl 
in Bezug auf Ay, By, Cy, Dy als auch in Beziehung auf 
u, ß, y, 8 symmetrisch ist, so erhält mau dieselbe Gerade auch 
für die Durchschnitte der beiden anderen Tangentenpaare. 
(Cayleij. Memoire sur lea coiirbcs du troiaieme ordre. Liouville Joum. 
Tome 9. pag. 285.) 

380. Zieht mau aus einem beliebigen Curveupuncte h 
Strahlen nach zwei correspondireudeu Puncten aa und schneidet 
damit die Curve in cc, so sind dies zwei neue correspondi- 
reude Puncte, und der Durchschnitt {ac, uc) = 1/ ist ein zu 
h correspondirender Punct. (Fig. 32.) {Maciaurin 1. c. [230] pag. 239.) 

Beweis. Denkt inan sich die Tangenten in «und n als 

IH'utiof!, Curreii clrittor Ordnoni;. 14 
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die Verbindungslinien je zweier unendlich naher Puncte au 
und a'K und nennt y ihren Durchschnittspunct, welcher der 
Annahme nach auf der Curve liegt, so 
hat mau ein Sechseck auc a'a'c', von 
welchem nicht bloss die sechs Ecken, 
sondern auch die Durchschnitte zweier 
Paare gegenüberliegender Seiten 
(aa, a'a) = y, {ac, a c') = b 
auf der Curve liegen. Folglich [233] 
liegt auch der Durchschnitt des dritten 
Seitenpaares (c a ' , c'a) = b' auf der 
Curve. Dann aber bilden aa'tt'cc' die 
auf der Curve liegenden Ecken eines 
vollständigen Vierseits, daher [379] sind bh' und cc corre- 
spondirende Puncte. 

381 . Sei w ein Wendepunct, / der ßerührungspunct einer 
aus w gezogenen Tangente und b irgend ein dritter Punct 
der Curve. Schneidet man die Curve mit btv in c und mit 
bl in c' , so liegt der Schnittpunct b' = (ct,c'w) auf der 
Curve, und sowohl bb', als auch cc sind con-espoudirende 
Puncte. — Aus [380], da tc als ein mit t correspoudirender 
Punct betrachtet werden kann. 

382 . Zieht man von einem beliebigen Curvenpiincte 
Strahlen nach den Puucteu o, öj «3 «r, eines Quadrupels [378], 
so bilden die Puncte ft, ft, ft, ft, , in denen diese Stralilen die 
Curve treffen , ein neues Quadrupel. (Mittheilnng von Herrn Prof. 
Küpper.) — Denn da ein Punct a zu jedem der drei anderen 
Puncte a correspondireiid ist, so ist auch der zugehörige 
Punct ft zu jedem der drei andern Puncte ft correspon- 
dirend [380]; mithin haben auch die letzteren vier Puncte 
einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct. 

§. 3. 

383 . Liegen drei Curvenpuncte aßy in gerader Linie, und 
zieht man aus « und ß je eine Tangente an die Curve, so 
geht die Verbindungslinie ihrer Beriihrungsimncte a, ft allemal 
durch den Berühningspuuct c einer von y ausgehenden Tan- 
gente. 


% 

h'lg. 3S. 
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Beweis. Ist c zunächst der Schuittpunct der Geraden 
(t b mit der Curve, so miisseu die Tangentialpuncte von n b r 
in gerader Linie liegen [230] ; aber die Tangentialpuncte von 
rt, b sind a, ß, daher muss y der Tangentialpunct von c sein, 
d. h. c muss in den Berührungspunct einer von y ausgehen- 
den Tangente fallen. ( Marlaurin 1. c. [230] pag. 22.3. Salmon pag. 
i:u.) 

Bemerkung. In [220] war bewiesen, dass wenn man 
aus drei in gerader Linie liegenden Curvenpiincten a ß y Tan- 
genten an die Curve zieht, die drei Berührungspuncte die 
Eigenschaft haben, dass die Curve in ihnen von einem Kegel- 
schnitte berührt wird, und dabei bemerkt, dass der Letztere 
in zwei zusammenfallende Gerade dcgcncriren kann. Man' hat 
jetzt vollständiger: Sind « und b die Berührungspuncte je einer 
aus « und ß au die Curve gehenden Tangente, und c, Cj Cj 
die Berührungspuncte der vier von y ausgehenden Tangenten, 
so liegt einer der Puncte c mit a b in gerader Linie, und die 
drei anderen bilden mit it, b die Berührungspuncte je eines 
Kegelschnitts. Vgl. [542]. 

384. Zieht man aus drei in gerader Linie liegenden 
Curvenpuncten «, ß, y drei solche Tangenten an die ('urve, 
dass die Berührungspuncte nicht in gerader Linie liegen, so 
schneiden sich die Geraden, welche die Ecken dieses Tangeu- 
tendreiecks mit den gegenüberliegenden Berülirungs])uncten 
verbinden, in einem Puncte. 

Beweis. Liegen die Berührungspuncte nicht in gerader 
Linie, so sind sie nach [383, Bern.] zugleich die Berührungs- 
puncte eines Kegelschnitts, welcher also auch die Seiten des 
Tangentendreiecks in jenen Berührungspuncfen berührt. Mit- 
hin folgt die Behauptung aus [104]. (Cremon» art. U9 a.) 

Zusatz. Lässt man die Puncte cc,ß,y ins Unendliche 
rücken, so folgt: Wenn man ein Dreieck beschreibt, dessen 
Seiten den Asymptoten einer Curve 3. 0. parallel sind und 
die Curve berüliren, so schneiden sich die drei Geraden, welche 
die Berührungspuncte mit den gegenüberliegenden Ecken des 
Dreiecks verbinden, in einem und demselben Puncte. (Pi«cker. 

d. anal. Geom. pag. 4G.) 

386. Sind a ß y drei in gerader Linie liegende Curveu- 
puncte, und zieht man aus jedem die vier Tangenten an die 

u* 
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Curve mit den Berührungspuncten a^n.^a^a^\ 
r, f.^ c^, so liegen diese 12 Puucte zu je dreien auf 16 Ge- 

raden, von denen durch jeden Piinct vier gehen. Die 12 Be- 
riihmngspuncte lassen sich in folgender Art auf die 16 Ge- 


raden vertheilen: 




a, ft, c, 

«2 C} 

ffj ftj Cj 

fl, ft, f. 

«1 *2 

2) "2 ^2 

«3 b^ C, 

fl, ft-2 C3 

rt, ftj C3 

«2 h C 4 

«3 ftj C| 

fl, ftj f 2 

«1 

O.J ft, C3 

"3 ft, Cj 

fl, ft, <•, 


(/iessc. Ucber Curven 3. O. etc. Crelle’a Journ. Bd. 36. pag. 1.13. Für 
die Berührungspuncte der mit den Asymptoten parallelen Tangenten 
findet sich der Satz in Plücker's System, der anal. Geom. pag. 272.) 

Beweis. Durch jeden der 12 Berührungspuncte gehen 
vier Gerade, welche noch zwei andere dieser Puncte enthalten 
[.S83]. Man erhält dadurch 48 Gerade; jede derselben enthält 
aber drei Puncte, wird also drei Mal gezählt, daher sind nur 
16 dieser Geraden von einander verschieden. Man kann nun 
die Gruj)pe 1) willkürlich annehinen, indem man die auf den 
Geraden a, b, , a^hJ, «i/cj, a^t/^ liegenden und zu y gehörenden 
Berührungspuncte der Heilte nach mit c, Cj r, Cj bezeichnet. 
Alsdann können die Puncte Oj fl^ noch beliebig vertheilt 
werden. Nun sind aber zwei correspondirende Puncte, 

und die durch dieselben und den Punct gehenden Geraden 
schneiden die Curve in r, Cj, folglich [SSfl] schneiden sich 
Cj, *2 c, in einem mit a, correspoudirenden Puncte. Dieser 
werde mit bezeichnet. Combinirt man ebenso a, //, f, 
mit rt, by Tj, so ist der Schnitt von bf c-, b^ c, ein mit ö, 
correspondirender Punct, welcher von «, und verschieden 
sein muss, weil sonst vier Puncte auf einer Geraden liegen 
würden, und der daher mit bezeichnet werden kann. Endlich 
werde der aus der Combination von a, //, r, mit a, b, hcr- 
vorgeheude Schnitt von c^, ft, c, mit n, bezeichnet. Als- 
dann hat jeder BerührungS]umct seine Bezeichnung gefunden, 
und es sind dadurch zugleich aus jeder der Gruppen 2) .3) 4) 
schon zwei Gerade bestimmt, nämlich 

«2 *1 ^2 «3 ^1 «'s «3 ''l ^4 
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Bemerkt man nun in Betreff der Ausfüllung der noch übrig 
gebliebenen Lücken, dass mau dabei in jeder Gruppe nur 
über zwei solche Puncte c verfügen kann, welche dieselbeji 
Indices tragen, wie die in den Lücken vorkommenden Puncte b, 
so hat man nur die Alternative, dem c entweder denselben 
Index zu geben, welchen b trägt, oder den andern. Allein 
zwei Puncte b, c, welche denselben Index tragen, gehören 
wegen der Gruppe 1) allemal zu n,, man muss also dem c 
jedesmal den anderen Index geben, sodass die Lücken folgen- 
dermassen auszuftillen sind; 


2) 


«2 //j C| 

flj b^ Cj 


Vgl. hierzu [492]. 


n, Äj Cj 

C2 


Bemerkuftg. Die Vertheiluug der Indices auf je drei 
in grader Linie liegende Puncte lässt sich in folgende Regeln 
fassen: 


1) Sind die Indices zweier Puncte einander gleich, so trägt 
der dritte den Index 1. 

2) Sind die Indices zweier Puncte von einander verschieden, 
und einer von ihnen 1 , so sind die beiden anderen einander 
gleich. 

3) Sind die Indices zweier Puncte von einander verschieden 
und keiner von beiden 1 , so erhält der dritte Punct den 
dritten von 1 verschiedenen Index. 

Hezeichnet man demgemäss die Indices 2, 3, 4 in be- 
liebiger Anordnung mit h,i,k, so sind alle Geraden von 
einer der folgenden fünf Formen: 

b\ Cij dl b/i C/i f d/f bl Cfi f d/i bfi Ci f d/t bi 

Die vier durch denselben Punct, z. B. «* gehenden Geraden 
sind daher folgende: 

«**, c*, dkhkCt, dk b, c/,, dkbkC,. 
Ausserdem ist für späteres nützlich zu bemerken, dass immer 
gleichzeitig folgende Geradenpaare e.\istiren; 


ffi bf c, 
dl bs Ch 

und 

dh bl Cf, 
df, bf, Ci 

dl hi Ci 
dl bk Cf, 

und 

dk bi Ch 
dk bf, Ci 
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386. Aus diesen 16 Geraden lassen sich acht Gruppen 
zu je vier bilden, so dass jede Gruppe alle 12 Berührungs- 
puncte enthält. Diese acht Gruppen ergeben sich aus [385j 
als folgende; 


«1 




b^ 

<■'1 

«I 

bz 

‘^2 

«1 

^2 ^2 

a.. 

^3 

C 4 

«2 

bs 


"2 

^3 

‘•4 

"2 

bi Ci 

«s 

*4 

C.J 


^2 

Ca 

"3 

b^ 

Ci 

"3 

bi c, 

«4 



«4 


C2 

«4 

bs 

Ci 

«A 

bi Ca 

«1 


0. 

a, 

*3 

C-i 


l>A 

Ca 

«I 

b, c, 

aj 

^1 

Cj 

a.j 

b. 

Cl 

«2 

b> 

Ci 

"2 

bi Ci 


b-s 

<^4 

"3 

bs 

Cz 

"3 

*3 

Ci 

"3 

bl Ci 


bs 


«4 

bi 

Ca 

«4 

//j 

Ci 

(iA 

bi Cj. 


{Hesse, lieber Curven 3. 0. etc. Crelle's Joum. Bd. 36. pag. 153. (’re- 
mona art. 119. Zusatz in Curlze's üebersetzung.) 

387. Legt man die drei in gerader Linie liegenden Cur- 
veupuncte [385] in drei Wendepuncte, so fällt je ein Beriih- 
rungspunct a, b, c mit einem Wendepunct w, w, w' zusammen. 
Setzt man diese an Stelle von o, , i», , c, , so gehen von den 
Gerailen in [385] folgende durch einen der VV'endepuncte: 

«' t'j W tf j 6., «t" 

w c., %v a, c, w" a, 

IV bf c, w' a^ Cf w' a, bf. 

(Vgl. 549.) 

388. Zieht man aus einem Curveupuncte a die vier 
Tangenten an die Curve mit den Berühruugspuuctcn a, 

und aus einem derselben z. B. a, auf s Neue vier Tangenten 
mit den BerUhrungspuncten bfb 2 b^bf, so sind die drei anderen 
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks bfb^b^bf. 

Beweis I. Lässt man in [385] die Puncte ß, y Zusammen- 
fällen, so fallen auch c^c^c^Cf resp. mit t», zusammen. 
Ferner ist dann a ß Tangente der Curve, und zwar ß Bo- 
rilhrungspunct, « Tangentialpuiict. Setzt man nun in dem 
Schema der 16 Geraden in [385] überall b statt c, so ver- 
wandelt sich dasselbe mit Weglassung der nun identisch 
werdenden Geraden in Folgendes: 
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rti b^ b^ iij bf b.^ b^ b-^ b^ ft, 

«I ftj ft-2 flj fts b^ flj ftj ft^ a, ftj ft,, 

«1 *3 *3 

ff, ft, ft,. 

Dunmach ist «, der gemeinschaftliche Tangeiitialjnmct für 
das Punctquadnipel [.178] ft, ftjfc,ft, , und die drei anderen 
Puncte ff.,ffjff, sind die Durchschnitte 

ff., = ^ 3 ^ 4 )» ~ (^1^3> ^ 2 ^ 4)4 '*4 ~ (^1^44 

{Sfilmon. pag. 134. Cremona. art. 146. a.) 

Beweis 2. S. [400]. 

389- Ist a ein Wendepuuct, ff, der Berührungspunct 
einer aus « an die Curve gehenden Tangente, und zieht man 
aus ff, die vier Tangenten mit den Berührungspuncteu ft,ft.,ft:,ft„ 
so schneiden sich von den drei Paaren gegenüberliegender 
Seiten des vollständigen Vierecks ft, ft, ft, ft, zwei auf der har- 
monischen Polare von u und .das dritte in u selbst. 

Beweis. Sind «, ff^Oj«, wie in [388] die BerUhrungs- 
pimcte der aus u gezogenen Tangenten, so fällt, wenn « ein 
VVendepunct ist, einer, z. B. ff, in den Wendepunct, und die 
drei anderen ff,ffjffj liegen auf der harmonischen Polare von u 
[141]. Nun sind [388] ffjffaff, die Schnittpuncte der Seiten- 
paare (bfb.j, bjb^), (ft|ft 3 , ftjft,), (*i ^ 4 . 4 dalierliegen von 

diesen die beiden ersten auf der harmonischen Polare von a, 
und der dritte fällt in den Wendepunct a. (Vgl. auch [369] 
und [344]). 

390. Wenn die Taugentialpuncte a ß y dreier Curven- 
jmucte ff ft c in gerader Linie liegen , so liegen auch die 
Puncte a'b’c, in welchen die Geraden bc, ca, ab die (hirve 
schneiden, in gerader Linie, und da alsdann abca'b'c die 
auf der Curve liegenden sechs Ecken eines vollständigen 
Vierseits bilden, so sind nach [379] aa',bb',cc drei Paare 
correspondirender Puncte. 

Beweis. Liegen nftc in gerader Linie, so versteht sich 
der Satz von selbst. Liegen aber abc nicht in einer Geraden, 
so können sie, wenn man die Bezeichnung von [385] an- 
weiulet, nur in folgenden vier verschiedenen Combinationen 
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aiiftreten : (die aus der Vertauschung der Riichstaben a h c 

unlereinauder ausserdem noch hervorgehenden Anordnungen 
sind dabei als unwesentlich nicht mit berücksichtigt) 

1) a, Ch, 2) a^ h Ci 3) o* hi, ch 4) hs c„ 

Zieht man nun jedesmal die Geraden ftc, ca, ab und sucht 
die dritten Durchschnittspuncte auf, so findet man nach. [385] 
1) Ca Oa 2) bA Ci au, 3) bA ca «, 4) 1)a Ci aif 

Ca ctj bA Ci a^ bi ca öa b, Ci Oa bA 

a^ b^ c^ a, bA Ca aA bA Cj Oa bA C|. 

Die Puncte a'b'c' sind daher der Reihe nach 

1) aA bA c, 2) a* bi ca 3) a, b, c, 4) a* fc* c, , 
und diese liegen nach [385] jedesmal in einer Geraden. Vgl. 
12i!7] und [383, Bern.] 


§• 4. 

391 . Seien a ß y drei in gerader Linie liegende Curven- 
puncte. Zieht man aus ß und y die Tangenten an die Curve 
und sucht die Durchschnitte je einer Tangente aus ß mit je 
einer aus y auf, so giebt es unter diesen Schnittpuncten 
solche, deren Verbindungslinie durch einen Berühruugspunct 
der aus « an die Curve gelegten Tangenten geht. 

Um diese Verbindungslinien zu finden, sei A, eine aus n 
an die Curve gehende Tangente mit dem Berührungspuncte a^. 
Durch diesen Punct gehen nach [385] vier Gerade, welche 
die Bertlhrungspuncte je einer aus ß und y gezogenen Tan- 
gente enthalten. Man nehme zwei dieser Geraden z. B. unter 
Beibehaltung der in [385] gewählten Bezeichnung, n, ft, c, 
und «I ftj Cj und bezeichne die die Berührungspuncte b, , 6, 
und r,, c, tragenden Tangenten aus ß mid y resp. mit B., 
und C,, t’j. Bezeichnet man ferner die Gleichungen der Ge- 
raden fl, ft, C|, fl, bj Cj, a ßy resp. mit /l, = 0, = 0, T = 0 

(nach [230] ist F die Begleiterin sowohl von /), als auch 
von D.^), so kann man die Gleichung der Curve nach [245 
ßew. 2] ebensowohl in der Form 

.4, B, C, — /!,’ F= 0, 
wie auch in der Form 

.4, ß.^ Cj — /• = 0 
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schreiben. Die linken Thoile dieser Gleichungen können sich 
daher nur durch einen constanten Factor A* unterscheiden. 
Demnach ist 

B, C, — F ~ V (.4, Cj — F) 

oder 

(5, C, — A’ Bj Cj) zzH /’(/>, + A Bj) {ß, — A ß,). 

Da nun in dieser Gleichung der rechte Theil aus drei linearen 
Factoren besteht, so muss dasselbe bei dem linken Theile 
statthuden, also muss der Kegelschnitt 
Bl < 7 , - 

aus zwei Geraden bestehen. Dieser Kegelschnitt geht durch 
die vier Pimcte 

{Bl B^, (C| Cj), (/?, Cj), (Z?2 17|), 
von welchen die beiden ersten ß, y sind, -und die beiden 
letzten mit 

(Z?i C,) = X ,2 (Zfj C|) = A 21 

bezeichnet werden mögen. Kun ist ßy die Gerade F, und 
diese kommt rechter Pland vor, daher muss sie auch linker 
Hand Vorkommen und eine der beiden den Kegelschnitt zu- 
sammensetzenden Geraden bilden, mithin ist die andere 
x ',2 A'j,. Demnach hat man 

X j2 ^21 - ß^ I A ß.^ 

und dann 

Al 7- - Bl — |- A ß^- 

Die Verbindungslinie x'^ A’ 2 , , oder (Ä, C^ , B^ C,) geht also 
durch (Z)| Ztj) = «t, hindurch, und ausserdem sind />, , ß^ 
und x '|2 A'ji, Al zwei Paare zugeordneter harmonischer Strahlen. 

{Salmon. pag. 135. Cremona art. 149. b.) 

393. Diese Betrachtung lehrt nun genauer kennen, 
welche Tangentenschnittpuncte mit jedem der Berilhrungs- 
puncte a in gerader Linie liegen. £s lässt sich nämlich 
daraus folgende Regel ableiten: Man wähle unter den vier 
nach [385] durch einen der Puncte a gehenden Geraden irgend 
zwei aus und nehme diejenigen zwei Tangeutenpaare aus ß 
und y, deren Berührungspuncte auf diesen beiden Geraden 
liegen. Dann geht durch den Punct a die Verbindungslinie 
derjenigen zwei Tangentenschnittpuncte, die man erhält, 
wenn man je zwei dieser Tangenten zum Durchschnitt bringt, 
deren Berilhrungspuucte nicht beide zugleich auf einer der 
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beiden durch a gehenden Geraden liegen. Wählt man z. B. 
unter den vier nach [385] durch «* gehenden Geraden 
(‘k bk Ci, (ik hi Ck, Ok b, c*, a* bk c, 
die beiden: «a biCk, «k b, c* aus, so geht durch die Ver 
bindungslinie der Durchschuittspuucte (Ä,- Ck) und C*); 
(dabef sind die Tangenten // oder C immer mit demselben 
Index bezeiclmet, welchen der zugehörige Berührungspunct 
b oder c trägt.) Aus.serdem hat [391] ergeben, dass diese 
Verbindungslinie harmonisch zugeordnet ist zu der Tangente 
Uk « in Beziehung auf die beiden gewählten Geraden a* Ä, Ck, 
(Ik b, Ck. Dabei bemerke man zugleich, dass die Berühnmgs- 
])uncte der zum Durchschnitt gebrachten Tangenten ebenfalls 
in zwei Geraden liegen, die sich aber in einem anderen Puncte n 
sclineiden; nämlich nach [385] gehen in unserem Beispiele 
bi Ck und b, Ck beide durch Uk. Endlich ergiebt sich hieraus, 
dass wenn man einen der Tangentenschnittpuncte mit einem 
der Puncte a verbindet, welcher mit den BerUhrungspuncten 
der zum Durchschnitt gebrachten Tangenten nicht in gerader 
Linie liegt, diese Gerade jedesmal durch einen neuen Tan- 
gentenschnittpunct geht. Z. B. Bei Bi Ck liegen bi Ck in 
gerader Linie mit Ok ; dagegen trifft die Gerade 
durch (BiCk) u. a* den Punct (B, Ck) wegen des Geradenp. a* bi Ck 

(Ik b, Ck 

,, (^BiCk) ,, a, ,, „ (^BkCf) „ „ ,, (iihkCk 

fii bi c, 

,, {BiCk) „ a, „ „ {BkCi) ,, „ „ a,biCi 

a, bk Ck. 

393. Da durch jeden der Berührungspuncte a nach 
[385] vier Geraden gehen, die noch je zwei Berührungspuncte 
h und c enthalten, und da man diese vier Geraden auf sechs 
verschiedene Arten zu je zweien combiniren kann , so gehen 
durch jeden Punct a sechs Verbindungslinien von Tangenten- 
schnittpuncten. 

Um das ganze Tableau dieser Verbindungslinien aufzu- 
stcllen, seien B, B^ B^ B^ die vier aus ß, und C, Cj fj C^ die 
aus y ausgehenden Tangenten, imd die Durchschnitte der 
letzteren mit den ersteren mögen der in [377] gewählten 
Bezeichnung entsprechend, wie nachstehend bezeichnet werden; 
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21'J 


-^1 ^2 





C, 


^22 

t*33 

Vn 




Cz 

»12 

y 

A 2J 

J*3I 

"'43 




C2 

» 13 

Jl' 

4 

(•■"u 

•^"42 



c. 

1 

*'"lA 

^ 2a 

fii 

»'"'411 


wobei der hinzugefUgte Doppelindex sogleich die sich durch- 
schneidenden Tangenten erkennen lässt. Man kann hiermit 
folgende Tabelle entwerfen: 


'Die leiitoro iet iu Be- 
ziehoDg »af die beideu 


üeredeupaare darcb die 
lierührangipuDctO nach [385j. 

Wrbiuduugtliuic 
der Tangenteniohnittpuncte. 

onten barmoniich su* 
geordnet lu 

(t^ frj C| 

ity C( fl] ^ 3^3 

fl, C] fl, 

fl 1 b‘t ^2 b-^ C 3 

rt| ^2 fl| b^ C| 

^3 ^ ^4 

«1 *12 A 2 , 

^'1 * 13 f* 31 
"l »"'l4 >'"' 4 , 

«1 -i;"23 ^"32 
'*1 ^ 24 *' 42 
"1 f*'34 *'' 4.1 

/<, fl 

«2 ft, Tj fl 2 ft^ 

«2 ft, Cj «2 fta t*4 

^^2 ^2 ^*^2 ^4 ^3 

fl«i ft2 ^*1 flj ft0 ^4 

^^2 b"i ^'^3 ^4 ^3 

fl.j fts C 4 flj ft4 C 3 

^2 »1 1 ^22 
®2 » 14 32 

“2 » 13 *' 42 

«2 ^"24 ^^;>l 
ff 2 ^ 33 V 41 

“2 1*33 *'44 


«3 ft| Cj ff 3 &2 Cj 

ffj X 14 A 33 


ffj r3 flj &3 C| 

«3 »11 f*33 


«3 *, «3 6 , Cj 

f /3 X ,2 ^43 

fl., fl 

ffj C| ^3 ^3 

^3 ^ 21 f*34 

,1 

fl«, ft 2 C 4 flj ft| ^«2 

"2 ^22 *'44 


flf| ft., 0 ] fl^ ft4 ^2 

*3 f* 32 41 


fl_l ft| C 4 fl4 ft 2 ^3 

ff, X ,3 A 2 , 


fl, ft, C4 fl4 ftg ^2 

**4 »12 f* 3 1 


fl, ft, C 4 fl, ft, C, 

^4 »11 *'41 

fl, fl 
■* 

fl, ft 2 fl, ft3 

«4 ^22 f*33 


fl, Öq fl, ft, i», 

"4 ^21 ** 43 


fl| ftj Cj fl, ft, c, 

«4 #*"31 >^"|2 
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394. Aus dem Vorigen folgt ferner, was auch die Tabelle 
bestätigt, dass durch jeden Tangenteuschnittpuiict drei der in 
Rede stehenden Verbindungslinien gehen, luid zwar gehen 
diese durch diejenigen drei Puncte «, welche mit den Berüh- 
rungspuncten der zu dem betrachteten Schnittpunct combi- 
nirten Tangenten nicht in gerader Linie liegen, während die 
Verbindungslinie dieser Berülu'ungspuncte selbst den vierten 
Punct fl enthält, öo gehen z. B. durch den Punct x,, d. i. 

C,) die drei Geraden 

«2 ^11 *11 *'40 

während die Berührungspuncte der Tangenten ß,, C, , näm- 
lich mit o, in gerader Linie liegen. Nimmt man daher 

die vier Tangentenpaare, deren Berührungspuncte mit dem 
nämlichen Puncto a in gerader Linie liegen , sodass dabei 
also alle acht Tangenten zur Verwendung gelangen, so bil- 
den deren Durchschnitte ein vollständiges Viereck, dessen 
Diagonalpuucte die drei anderen Puncte a sind. Auf diese 
Art theilen sich die 16 Schnittpuncte der zwei Mal vier Tan- 
genten ß imd C in vier Gruppen zu je vieren, so dass jede 
Gruppe eines der erwähnten vollständigen Vierecke bildet. 
Diese sind 


*11 

A22 

#*33 

»'44 

mit 

den Diagoualpuncten 

«2 

"3 

a 

X ,2 

ä 21 

f* 34 



}} 

J> 

«3 

«4 


* 13 

^31 f* 31 

*'"42 



>7 

"4 

"1 

a. 

*'"l4 

33 r 33 

*'"'41 


f) 

ft 

"1 

«2 

a. 

{Cremona 

art. 

149. d.) 









395. Man kann nun zeigen, dass die Ecken jedes dieser 
vollständigen Vierecke gerade die Tangentenschnittpuuete 
sind, welche nach [377] mit den Tangentialpuncteu ß und y 
iu einem Kegelschnitte liegen, indem man direct nachweist, 
dass die von diesen beiden Puncten ausgehenden Tangenten- 
büschel ß^ ß^ ßi ßi und C, C., Cj C, projectivisch sind, und 
damit zugleich einen zweiten Beweis des Satzes [376J liefern. 

Zu dem Ende bemerke man folgendes: Zieht man aus 
einem der Puncte a Strahlen nach den Durchschnitten einer 
Tangente ß mit den vier Tangenten C, so wird jedesmal 
einer dieser Durchschnitte von zwei Tangenten gebildet, deren 
Berührungspuncte mit a in gerader Linie liegen, sodass nach 
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[394] der durch diesen Schnittpimct gehende Strahl keinen 
neuen Tangentenschnittpunct trifft. Die übrigen drei Strahlen 
aber treffen neue Tangentenschnittpuncte und zwar solche, 
die alle auf deijenigen Tangente C liegen, welche B in dem 
zuerst erwähnten Puncte trifft. Bezeichnet man, um dies 
zu übersehen, die Indices 2, 3, 4 wieder mit h, i, k, so können 
die Fälle eintreten, dass entweder der Punct a, oder die Tan- 
gente B, oder beide, oder endlich keiner von beiden den 
Index 1 trägt, wobei in dem letzten Falle noch zu unter- 
scheiden ist, ob die Indices von a und B gleich oder ver- 
schieden sind. Bestimmt man nun in jedem Falle nach der 
in [392] gegebenen Regel mit Rücksicht auf [385] die zu- 
sammengehörigen Schnittpuncte, so erhält man folgendes: 

1) Ist der Punct a^, die Tangente .ß, , so gehen die 
Verbindungslinien von a^ mit B^C^ B^C/, B^Ci B^Ck 

aufs Neue durch — BkC^ BtC^ BkC^, 

und die neuen Schnittpuncte liegen auf 6',. 

2) Ist der Punct «„ die Tangente B/,, -so gehen die Ver- 
bindungslinien von rt, mit BuCu B/,Ci BkCk 

aufs Neue durch B^Ch — BiCh BkO/,, 

und die neuen Schnittpuncte liegen auf 

3) Ist der Punct au, die Tangente B^, so gehen die Ver- 
bindungslinien von «/, mit B^ C, Zt, Cj, B^ Ci /Z, Ck 

aufs Neue durch B/,C/, — BkCk BiC/,, 

und die neuen Schnittpimcte liegen auf C/,. 

4) Ist der Punct Uk, die Tangente Bk, so gehen die Ver- 
bindungslinien von dk mit BkC^ BkCk BkCt BkCk 

aufs Neue durch — 7?, C, BkC^ BiC,, 

und die neuen Schnittpuncte liegen auf C,. 

5) Ist der Punct «a, die Tangente Bi, so gehen die Ver- 
bindungslinieu von er* mit BiC, BiCk B,Ci B,Ck 

aufs Neue durch BkCk B,Ck BkCk — ■ 

Es tritt also das Behauptete in allen Fällen ein, das sich 
nun auch so aussprechen lässt: Die von einem der Puncte a 
nach den Schnittpuueten einer Tangente B mit den vier 
Tangenten C gehenden Strahlen treffen eine der Tangenten C 
in den vier Durchschnittspuncten derselben mit den vier 
Tangenten /?; und zwar gehören der Puncta, die erstere Tan- 
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gente B und die letztere C in derselben Art zusammen, wie 
drei in gerader Linie liegende Berühmngspnncte , nämlich 
ar, By Cy Oy Bl, Ci, ai, By Cs Ok Bs Cy as Bi C*. 

Wir knüpfen nun die weitere Erörterung an einen bestimmten 
Fall an, da aus dem oben Gesagten hervorgeht, dass die übri- 
gen Fälle ebenso behandelt werden können. 

ßetracliten wir die Strahlen aus ar, nach den Durch- 
schnitten X|,, x',5, x"|3, x"'|, von By mit den vier Tangenten C, 


Hg. 33. 



(Fig. •T'l.), so liegt der Ilüscliel der letzteren mit dom ci'sforon 
Strahlenbüsi'hel perspeitivisch , daher ist 

«I (x,,. X 12, X ij, X ,,) /\ y (t| t-2 Cj Cj). 

Nun schneiden aber ilie vier Strahlen aus a, die Tangente l\ 
in den Punctcn x,,, A',,, ft";,,, so dass man statt des 

vorigen auch schreiben kann 
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(*11 ) ^ J1 J f* 31 > •' 4l) A '/ ^2 ( 2 ^ 4)1 

und da diese ueueu Puncte die Schnitte von T, mit den vier 
Tangenten B sind, so ist auch 

<*i (*H) ^jii 31» *' 41) A ^(^1 Aj Z?j), 

mithin 

ß (^1 ^2 -^ 4 ) A V (fl ^2 P 3 ^ 4 )' 

und dies ist Satz [376]. Die Schnittpuncte der sicli projec- 
tivisch entsprechenden Strahlen aber liegen mit /3 und y in 
einem Kegelschnitt und bilden zugleich das vollständige N'ier- 
eck X|, /I 22 jijä v^^, welchem der Punct a^ nicht als Diagonal- 
punct zugehört. (Cremona. art. 149. c.) 

396. Verbindet man ß und y durch gerade Linien mit 
dem Puncte a^, welcher in dem vollständigen Viereck 
x,| Aj 2 gj 3 nicht als Diagonalpunct auftritt, so sind für 
den Kegelschnitt, welcher durch diese Puncte und durch ß, y 
geht, ßa^ und yr/, die Tangenten in ß und y, d. h. a^ ist 
der Pol der Geraden ßy in Bezug auf diesen Kegelschnitt. 

Beweis. (Fig. 33.) Nach [395] schneiden die projec- 
tivischen Strahlbüschel ß (/?, B^ und y ((', die 

Tangenten C\ und Z?, resp. in den Puncten x,, A '21 ft",, v''\^ 
und X,, x'ij x ",3 x"', ,, und diese liegen paarweise in Strahlen, 
die von n, ausgehen. Man erhält daher auf C, und Bf zwei 
projectivische und perspectivisch liegende Punctreihen, deren 
entsprechende Puncte, mit ß und y verbunden, entsprechende 
Strahlen dieser beiden Strahlenbüschel liefern. Zieht man also 
durch a, eine beliebige Gerade, welche G, und /?, in y und 
X schneidet, so sind ßy und yx entsprechende Strahlen und 
schneiden sich daher auf dem in Rede stehenden Kegelschnitte. 
Rückt aber x nach ß, so verwandeln sich ßy und yx in /Sa, 
und yß, und da nun /Sa, der Verbindungslinie ßy der beiden 
Mittelpuncte der Strahlenbüschel entspricht, so berührt ß a, den 
Kegelschnitt in ß. Rückt dagegen y nach y, so entsprechen 
sich ßy und ya, und daher berührt auch ya, den Kegelschnitt 
in y. (Salmon. Theoremes sur les courbes de 3. degrd. Crelle’s Journ. 
ßd. 42. Cremona. art. 149. e.) 

397. Wendet man dieselbe Betrachtung auch auf a„, 

rt, an, so folgt; Legt man aus zwei Puncten ßy, einer 
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Curve 3. 0. die Tangenten an dieselbe, so liegen die Pole 
der Geraden in Beziehung auf die vier Kegelschnitte, in 
denen sich die IG Durchschnitte jener Tangenten befinden 
[377], auf der Curve und bilden das Punctquadrupel , dessen 
Tangentialpunct der Puuct a ist, in welchem ßy die Curve 
trifft. {Cremomi. art. 149. e.) 

398 . Und daher: Die Pole von ßy in Beziehung auf 
drei beliebige jener vier Kegelschnitte sind die Diagonalpuncte 
des vollständigen Vierecks, dessen Ecken gebildet werden 
von denjenigen vier Tangentenschnittpuncten, die auf dem 
vierten Kegelschnitte liegen. (Cremona. art. 149. c.) 

399 . Endlich folgt noch aus [394]: Verbindet man die 
BerOhrimgspuncte <lerjenigen vier Tangentenpaare, deren 
Durchschnitte auf demselben Kegelschnitte liegen, durch ge- 
rade Linien, so schneiden sich diese in demjenigen Puiicte a, 
der in dem Viereck der Tangentenschnittpuncte nicht als 
Diagonalpunct auftritt. 


§. ö. 

400. Nimmt mau vier beliebige Puncte p^ p, p^ als 
Basispuncte eines Kcgelschnittbüschels und bestimmt zu einem 
beliebigen fünften Puncte p die Polaren in Bezug auf sämmt- 
liche Kegelschnitte des Büschels, so schneiden sich diese Po- 
Laren in einem Puncte q (dem zu p in Beziehung auf den 
Kegelschnittbüschel conjugirtcn Pole) [111], und bilden einen 
Strahleubüschel, welcher mit dem Kcgelschnittbüschel jtrojec- 
tivisch ist [H4j. Erzeugt mau mm durch diese beiden Büschel 
nach [23G] eine Curve 3. ü., so ist diese zugleich der geo- 
metrische Ort der Berühruugspuucte der von p au die Kegel- 
schnitte gehenden Tangenten. {Salmon. On curve» of tho third 
Order. Phil. Trans, vol. 148. pag. fi35.) 

Beweis. Die Curvenpuncte sind die Durchschnitte je- 
des Strahles mit dem ihm entsprechenden Kegelschnitte [2.3G|. 
Da nun hier jeder Strahl demjenigen Kegelschnitte entspricht, 
welchem der Strahl als Polare von p zugehört, so sind jene 
Durchschnitte zugleich die BerUhrungspuncte der aus p an 
den Kegelschnitt gehenden Tangenten [9GJ. [Cremona. art. 117.) 

401. Die nach [400] erzeugte Curve 3. 0. geht nicht 
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bloss durch die Basispuucte p, P 2 P 3 P 4 Kcgelschnittbiiscliels, 
und durch den Mittelpmict </ de.s Strahlenbüschels [230], son- 
dern sie geht auch durch p und beriUirt hier den durch p 
gehenden Kegelschnitt A' des Büschels. 

Beweis. Die Tangente an AT in p ist die Polare von 
p in Bezug auf K [99] ; sie geht daher durch </ und bil- 
det den dem Kegelschnitt K entsprechenden Strahl; die bei- 
den zugehörigen Cur\'enpuncte fallen also in p zusammen, 
und folglich haben K und die Curve im Puncte p die Gerade 
pq ziu- gemeinschaftlichen Tangente. (Cremona. art 147.) 

402 . Legt man durch p eine beliebige Gerade G, so 
sind die Durchschnitte s, s, derselben mit der Curve 3. O. 
die Doppelpuncte der Involution, welche nach [115] auf 
der Geraden G durch den Kegelschnittbüschel [/i| p, pj pj 
erzeugt wird. 

Beweis. Nach [400] sind s, s.^ die Puncte, in welchen 
die Gerade G Kegelschnitte des Büschels berührt. Diese be- 
rührt aber nach [118] in der That zwei derselben, und zwar 
sind die Berührungspuncte die Doppelpuncte der erwähnten 
Involution. (Cremona. art. 147.) 

403 . Bei der nach [400] erzeugten C'urve 3. 0. sind 
die Geraden pp,, pp^, pft, PPi die von p an die Curve 
gehenden Tangenten, also p, P 2 P,i />> da.s zu p als Tangential- 
punct zugehörige Punctquadrupel. 

Beweis. Die Durchschnitte der Geraden pp, mit der 
Curve sind nach [402] die Puncte, in denen zwei Kegel- 
schnitte des Büschels [p, Pj p.j p^] diese Gerade berühren. 
Da aber diese Kegelschnitte auch durch p, gehen, so müssen 
die Berührungspuncte beide in p, liegen, sonst hätte die 
Gerade pp, mit jedem der beiden Kegelschnitte drei Puncte 
gemein. Die beiden Durchschnitte der Curve mit der Ge- 
raden pp, fallen also in p, zusammen, oder diese Gerade be- 
rührt die Curve in p,. Ebeu.so ist e.s bei den Puncten p.^, 

Pm Pv (jOremomt, art. 147.) 

404 . Durch ein Punctquadrupel p, Pj p, Pj und den zu- 
gehörigen Tangentialpunct p ist eine Curve 3. 0. eindeutig 
bestimmt, (dabei können diese fünf Puncte beliebig ange- 
nommen werden, nur so, dass keine drei von ihnen in ge- 

DvBitüX, Currea dritter ürdDaag. 15 
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rader Linie liegen); und zwar ist diese Curve die nach [400] 
erzeugte. 

Beweis. Da in jedem Puiicte des Quadrupels zwei 
(,'urveupuncte auf der durch p gehenden Tangente vereinigt 
sind, so hat man im Ganzen neun gegebene Curvenpuncte. 
Von diesen liegen drei, z. B. p und die beiden in p^ ver- 
einigten Puncte in einer Geraden, die übrigen sechs aber 
liegen paarweise in p.^, p^, p^ vereinigt, und zwar so, dass die 
Verbindungslinie jedes Paares durch p geht. Daher kann 
durch die letzteren sechs Pimcte niemals ein Kegelschnitt 
gelegt werden, weil drei Tangenten eines solchen sich nie- 
mals in einem Puncte schneiden. Folglich [22.1] kann durch 
die obigen neun Puncte nur eine einzige Curve 1. 0. gelegt 
werden. Erzeugt man nun aus den gegebenen Puncten eine 
Curve 3. 0. nach jdiK")], so liilden in dieser nach [403] 
P[ Ih Vx P\ Quadrupel , dessen Tangentialpunct p ist. 

Mithin ist die letztere (’urve 3. 0. mit der ersteren identisch. 

405. Man hat daher zusammen fassend: Die durch ein 
Punctquadrupel Py p., p.^ p, imd den zugehörigen Tangential- 
l)unct p bestimmte Curve 3. 0. wird auch erzeugt durch den 
Kegelschnittbüschel [p, p^PiP^ und den Strahleubüschel [q], 
welcher von den Polaren von p in Beziehung auf die Kegel- 
schnitte des ersteren Büschels gebildet wird, und ist der geome- 
trische Ort der Berührungspuncte der aus p an die Kegelschnitte 
des Büschels gehenden Tangenten [4lX)]. — Der durch p 
gehende Kegelschnitt dieses Büschels berührt die Curve in p 
[401], er ist die conische Polare des Punctes p [270]; die 
Tangente in p ist die Gerade pq [401]. Die Puncte s,', s^, 
in welchen eine durch p gehende Gerade G die Curve schnei- 
det, sind die Puncte, in welchen zwei Kegelschnitte des 
Büschels diese Gerade berühren, und auch die Dopjielpuncte 
der durch den Kegelschnittbüschel auf G erzeugten Involution 
[402J. 

4(M>. Legt man durch ein Punctquadrupel einer Curve 
3. O. einen Kegelschnitt, und an diesen eine Tangente in 
einem seiner beiden weiteren Durchschnitte mit der Curve, 
so geht diese Tangente durch den Tangentialpunct des Qua- 
drupels. — Aus [405]. 

407. Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein 


Digitized by Google 


410.] Tangontf-n ans Curvcnpimcton. 227 

Punctquadnipel p., p^ />, uud tlüii zugehörigen Tangential- 
punct p gegeben ist, die Durchschnitte s, s.j einer durch p 
gehenden Geraden G mit der Curve zu bestimmen. 

Auflösung. Man bestimmt die durch den Kegelschnitt- 
büschel [pf pj pj /),] auf G erzeugte Involution, indem man 
die Durchschnitte von G mit den Geradonpaaren p, p^tPiPt’, 
P\ Pm Pi Pa'i P\ P\) Pi Pu aufsucht, und constniirt nach [75 1 
die Doppelpuncte dieser Involution, so sind diese die gesuchten 
Puncte und s., [4i>5|. 

408 . Nimmt man die Puncte eines Quadrupels als Basis- 
puncte eines Kegelschnittbüschels, so ist der zu dem Tangen- 
tialpuncte p des Quadrupels in Bezug auf den Kegelschnitt- 
bfischel conjugirte Pol q der zu p zugehörige Tangeutial- 
punct. — Aus [405], denn q liegt auf der Curve, und die 
Gerade pq berührt die Curve in p. (Cremonn art. I17.) 

409 . Hieraus folgt aufs Neue der Satz [.388], dass 
nämlich die Diagonalpuncte des Vierecks PiP,PiPx'. 

P = {PiPt, PzPa), p" = iPxPi, PiPi), P" = ijPsPxxPiP^ 
mit p zusammen das Punctc^uadrupel von q bilden. Denn 
die Geradenpaare (p,Pj, p,pj {PxPx,PiPd {P\Pi>PiPi) bilden 
drei Kegelschnitte des Büschels. Daher vertreten pp', pp", 
pp" die Stelle von Tangenten und p’, p", p" die Stelle von 
Berührungspuncten. Mithin liegen diese Puncte auf der 
Curve [405]. Da ferner der Tangentialpunct q von p der 
conjugirte Pol zu p ist in Bezug auf den Kegelschnittbüschel, 
so sind q{p'p” p" ) die Polaren von p in Bezug auf die drei 
Geradenpaare, imd da jede dieser Polaren den entsprechenden 
Kegelschnitt (das Geradenj>aar) in zwei zusammenfallenden 
Puncten schneidet,, so schneidet sie auch die Curve in zwei 
zusammenfallenden Puncten und bertihrt daher die Curv'e. 
Demnach bildet pp‘p"p"' das Quadrupel, welches dem Pimcte q 
als Tangentialpunct zugehört. (Cremonn art. 147.) 

410 . Auf der die Curve in p berührenden Tangente pq 
sind p und dessen Tangentialpimct q die Doppelpuncte der 
Involution, welche auf pq durch den Kegelschnittbüschel 
[p,PjP,Pj] erzeugt wird. — Denn in p und q (da q auf der 
Curve liegt) wird die Gerade pq von zwei Kegelschnitten 
des Büschels berührt [405]. 

15 * 
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411 . Der einem Punctquadmpol PiPjPiPi gegenüber- 

liegende l’unct [2.S9| ist der Tangentialpunct f/ des Tangen- 
tialpuuctes p des Quadrupels, oder der zweite Tangentialpunct 
des Quadrupels. — Aus |4U8], denn ist zugleich der Mittel- 
puuct des StrahleubUschcls , welcher mit dem Kegelschnitt- 
büschel Ourve erzeugt [405]. (t’remona art. 147.) 

412. Aufgabe. Wenn eine Curve .8. 0. durch ein 
Punctquadrupel PxPiP-^P\ «nd den zugehörigen Taugential- 
punct p gegeben ist, den Tangentialpunct q von p, und das 
zu q gehörige Punctquadrupel zu construireu. 

Auflösung. An dem durch die fünf gegebenen Puncte 
P PiP 2 lhP\ gellenden Kegelschnitte construire man die Tan- 
gente t in p, schneide dieselbe mit einem der drei durch 
PtPiPjPi gehenden Geradenpaare, z. B. mit /i,Pj in a und 
mit p^Pi in ß, und bestimme in Bezug auf aß den zu p zu- 
geordneten harmonischen Punct, so ist dies der verlangte 
Tangentialpunct q. Denn da nach [410] p der eine Doppel- 
punct der auf der Tangente l durch den Kegelschnittbüschel 
[P 1 P 2 P 3 P 4 ] erzeugten Involution ist, so wird in Folge dieser 
Construction q der zweite Doppelpunct [40 1, und daher [410] 
der verlangte Tangentialpunct. — Bezeichnet man ferner mit 
// p" p”' die Durchschnitte 

P = (P 1 P 2 , PiPx), P" = (.PiPi, PjPi), P" = {P\Pi, P 2 P 3 ), 

so bilden p, p', p”, p"' das zu q gehörige Punctquadrupel [409|. 
(Em. ITeyr L C. [378] pag. 637.) Vgl. [487.] 

413 . Wenn der einem Punctquadrupel zugehörige Tan- 
gentialpuuct p mit zwei Diagonalpuncten , z. B. p', p" des- 
Quadrupels in gerader Linie liegt, so ist der dritte Diagonal- 
punct p"' ein Wendepunct, und die Gerade p p" dessen har- 
monische Polare. — Aus [374], denn p p’ p sind nach [409] 
die Berührungspuncte dreier von pineni Curvenpuncte aus- 
gehender Tangenten. Der Berührungspunct p’" der vierten 
Tangente aber fällt dann mit dem Wendepuncte zusammen. 

414 . Wenn vier Puncte einer Curve 3. 0. 

so liegen, dass die Diagonalpuncte p' p" p"' des von jenen 
gebildeten vollständigen Vierecks sich ebenfalls auf der Curve 
befiuden, so bilden die erateren \üer Puncte ein Punctqua- 
drupel, d. h. sie haben einen gemeinschaftlichen Tangential- 
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piuict, und dieser bildet daun mich [400J mit den Diagoual- 
puiicten p p" p'" ein neues Punctquadrupel. (Em. M’ejfr 1 . c. 
[378] pag. 639.) 

Beweis. Die Geradenpaare p'{PtP2)PiPi) und p'^PiPuPiPt) 
bilden ein vollständiges Vierseit, dessen Ecken P\PiP^PxP' p" 
auf der Gurve liegen. Nach [379| sind daher die gegenüber- 
liegenden Ecken />, p^ correspondirende I’uncte, haben also 
einen gemeinschaftlichen Tangentialpuuct ; ebenso auch Pj Pi. 
Nun bilden aber auch p" (PtPs, p^Pf) und p"' (P\Px, P-iPi) ®iu 
vollständiges Vierseit, dessen Ecken p^ p., y >3 p, p" p'" auf der 
Curve liegen. Mitiiin sind auch p, pj correspondirende Puncte, 
und ebenso PjPi, und folglich haben alle vier Puncte den- 
selben Tangentialpuuct. 

415 . Alle Curven .3. ()., welche durch die Ecken P^PiP^Pt 

und die Diagonalpuncte p’ p" p'" eines vollständigen Vierecks 
gelegt werden können, haben die ersteren vier Puncte zu 
einem Punctquadrupel, und der gemeinschaftliche Tangential- 
pinict des letzt<>ren (der für jede Curve ein anderer sein wird) 
bildet mit p' p" p'" ein neues Punctquadrujiel. — Aus [414]. 
{Em, M'eyr 1. c. [378] pag. 639.) . 

416 . Ist . von einer Curve 3. 0. ein Punctcjuadrupel ge- 
geben, d. h. vier Puncte von der Bescbaifenheit, dass sie 
einen gemeinschaftlichen Tangentialpunct besitzen, olme dass 
jedoch dieser letztere gegeben ist, so ist die Curve bestimmt, 
wenn noch zwei weitere Curvenpuncte s, gegeben sind; 
[Eine Ausnahme siehe [419]). — Denn da die Curve auch 
immer durch die Diagonalpuncte des Quadrupels geht [409|, 
so sind durch das letztere sieben Curvenpuncte gegeben. 

417 . Aufgabe. Wenn eine Curve 3. 0. durch ein 
Punctquadrupel p^ p., p., p^ und zwei weitere Curvenpuncte 
Si .«j gegeben ist, den dem Quadrupel zugehörigen Tangential- 
punct p zu construiren. 

Auflösung. Man construire an den beiden durch 
p, P 2 P 3 P 1 Ä] und durch p, p., /'j p, s.j gehenden Kegelschnitten 
die Tangenten in s, und s.,. Der Durchschnitt dieser beiden 
Tangenten ist der gesuchte Tangentialpunct p. — Denn die 
m einem Schnittpuncte oder Sj der Curve mit einem durch 
das Quadrupel gehenden Kegelschnitte au diesen gelegte 
Tangente muss durch p gehen [406]. {Em. Vi'eyr. 1. c. [378] pag 640.) 
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418. Für alle Curven 3. 0., welche durch die Ecken 
]>i Pi Pi Pt ‘^'6 Diagonalpuncte p' p" p”' eines vollstäudigeu 
Vierecks, und ausserdem durch einen achten Punct *■, gehen, 
(welche Curven also [415] die Puncte p^PiP^Pt zu einem 
Punctciuadrupel haben) liegen die diesem Punctf)uadrupel zu- 
gehörigen Tangentialpuncte p auf der Geraden s, s.j, welche s, 
mit dem zu s, in Bezug auf den Kegelschuittbüschel {PtPiPiP^ 
conjugirton Pole verbindet. 

Beweis. Die Puncte s, , s., sind die üoppolpuncte der 
auf der Geraden s, r._, durch den Kegelschnittbüschel 
erzeugten Involution, oder die Puncte, in welchen zwei Kegel- 
schnitte dieses Büschels die Gerade s, berühren [I19j. Da 
also die Gerade s, s.^ den Kegelschnitt p, pj p^ p, s, in s, und 
den Kegelschnitt p^ p^ p^ Pf Sj in Sj berührt, so geht sie nach 
[406] durch jr, variirt mau daher die Curve, wälirend PiP-iPjp, 
und s„ und folglich auch s., fest bleiben, so liegt p jedesmal 
auf S, Sj. (&«• M'eyr. 1. c. [.378| pag. 040.) 

419 . Alle Curven 3. ü., welche durch die in [418] an- 

gegebenen acht Puncte gehen, schneiden sich ausserdem in 
dem zu s, in Bezug auf den Kegelschnittbüschel [/^iPjPjP,] 
conjugirteu Pole s... — Denn aus [418] geht unmittelbar her- 
vor, dass auch s.^ jedesmal auf der Curve liegen muss, da er 
der BerUhrungspunct einer aus p au einen Kegelschnitt des 
Büschels gehenden Tangente ist. (ä»‘- 1. c. (378J pag. 040.) 

Zusatz. Hieraus folgt die in [416] erwiUinte Ausnahme. 
Jv'ämlich eine Curve 3. O. ist durch ein Punchiuadrupel 
Pi Pi Pi Pt weitere Curvenpuucte s, dann und nur 

daun nicht eindeutig bestimmt, wenn s, und Sj conjugirte 
Pole in Bezug auf den Kegelschuittbüschel [ p, p.^ p^ p^] sind. 

420. Aufgabe. Für alle Curven 3. O., welche durch 
die Ecken p, Pj p, p, und die Diagonalpuncte p’ p" p'" eines 
vollständigen Vierecks und ausserdem durch einen achten 
Punct s, gehen, den gemeinsamen neunten Durchschnitts- 
punct Sj zu construircn. 

Auflösung. Man construire die Polaren von s, in Be- 
ziehung auf zwei der drei Geradenpaare, welche durch PiP-^PsPt 
gehen. Der Durchschnitt dieser beiden Polaren ist der ge- 
suchte Punct Sj. — Aus [419], denn der so coustruirte Puuct s.. 
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ist der zu ü, in Beziehung auf den KegelschnittbUschel 
[PiPilhPi\ conjugirte Pol. {Em. «V.yr. 1 . c. [378] pag. 640.) 

421. Zieht man aus einem C'urvenpuncte « eine beliebige 
Gerade, welche die (Jurve in ß, y schneide, und eine Tangente 
a a^ mit dem BerülirungS[iuncte «, , ferner aus o, die vier 
Tangenten mit den Berilhrungspuncteu p, p., p^ , so liegen 
die letzteren vier Puncte mit ß y in einem Kegelschnitte. 

Beweis. Der dem Punctquadrupel p^ p.^ pj p, gegenüber- 
liegende Punct ist « [411], daher liegen ß y mit diesem Qua- 
drupel in einem Kegelschnitte [244 Zus.]. 

422. Seien a, ß, y drei (Jurvenpuncte in gerader Linie, 

«I flfj «j und p, pj pj p^ das zu «, gehörige Punct- 

quadrupel, ferner f^^ B^ B^■, C^ 6 j die resp. aus ß und 
y an die Curve gehenden Tangenten. Bezeichnet man daun 
wie in [393] mit «n ^22 p.n v,, die Tangentenschnittpuncte 
(Z/, 6 ’|), (B^C^), (ß, (7,), welche nach [395], [377] 

mit ß y in einem Kegelschnitte liegen, so geht dieser Kegel- 
schnitt ß y x^^ Aj,, p,., v^^ auch durch p^ PjPsPj- 

Beweis. Die Puncte «j o, sind nach [394] die Dia- 
gonalpuucte des Vierecks x,, Aj, p,, v,,, zugleich aber nach 
[409], [388] auch die Diagonalpuncte des Vierecks p, P 2 P 3 P 1 . 
Mithin ist [108] da.s Dreieck a.^a^a^ sowohl allen Kegelschnitten 
des Büschels [*u A;,, p ,3 v,,], als auch allen Kegelschnitten 
des Büschels [P\ p-.p-x p^ conjugirt. In jedem dieser beiden 
Büschel aber giebt es einen Kegelschnitt, der durch ß , y geht 
[421]. Diese beiden Kegelschnitte haben also zwei Puncte 
ß, y gemein und sind demselben Dreieck rtj n, conjugirt, 
folglich [110] müssen sie noch drei weitere Puncte mit einan- 
der gemein haben und daher identisch sein. {Cremona. art. 119 f. 
Sam. UobeTta. Ou the intersections etc. Quart. Jüurn. III. pag. 121.) 

423. Bezeichnet man, um den vorigen Satz vollstäudig 
zu haben , die Berührungspuncte der l'angenten 

aus «, mit pi pj p^ p, 

» «2 » Vi 'h '/i 

II i! ' { ' 2 ’’:l ^1 

,, Oj „ .V| S., .S'., ,<J, 

und wendet für die Durchschnitte der Tangenten B und C 
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die HeKeiclimiiig von [3!)3] an, so liegen folgende l’iiucte in 
Kegelschnitten : 

/Jyx„ A„ (i;,;, 1',, VilhPiPi 

/3 X 1} A 21 g 3, V 43 ?3 ?4 

y * 13 ^ 51 31 *' 13 ' l '’s '’l 

ß y X ,, A 23 f* 32 II ■'’l *2 *3 •''|- 

§• 15 . 

424. Sind aa,bb',cc drei beliebige rimetepaare, so ist 
der geometrische Ort der Puiicte p, für welche die drei Strah- 
lenpaare p{(ta bb' cc') conjugirte l’aare einer Involution bilden, 
eine t'urve 3. O., welche hindurchgeht durch die sechs ge- 
gebenen Puncte und ausserdem durch die drei l’unctepaare, 
welche durch je zwei der gegebenen Paare bestimmt werden, 
d. h. [82] durch die Durchschnitte 

(J) c, b' c') — f, (c rt, c a) — ff, (n b, a V) = h 

(b c', b' c) = r, {c a, c a) = (/, (n b' , a' b) = /i'. 

Beweis. Bezeichnet man die Strahlen pa,pa, etc. 
kurz durch a, a , etc., so ist die Bedingung der Involution 
nach [67] durch jede der folgenden vier Gleichungen ausge- 
drückt 

sin (rt b’) sin {b c) sin (c a) — sin {a c') sin {b a') sin (c //) 
sin (« //) sin {b c) sin (<■'«') == sin (ri c) sin (b a) sin (cV/) 

sin {b c') sin (c n ) sin («’*') = sin {b a) sin (c b') sin {a'c') 

sin (c «') sin («r b ) sin {b'c) = sin (c b ) sin {» c ) sin (b'a'). 

Diese Gleichungen kann mau etwas umformeu. Bezeichnen 
nämlich a,a,ß,ß'... die Winkel, welche die Strahlen n,a,b,b',... 
mit einer beliebig angenommen .r-Axe einschlicssen, so treten 
durch deren Einführung statt der Winkel [n b'), {b c) . . . 
die Differenzen « — ß', ß — y ... .auf (oder vielmehr deren 
entgegengesetzte Werthe, was aber die Gleichungen uuge- 
ändert lässt). Entwickelt man nun die Sinus dieser DilTereuzen 
und dividirt mit dem Product aller sechs Cosinus, so werden 
die Gleichungen von der Form 

(tg a — tgß') (tfiß — tgy') ... = ... 


424.1 


Tiingcriton aus (.'iiiveiiiimictcn. 
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• Lässt mau daiiu diu liuidistaben «, ß, ■ ■ ■ statt der Winkel 
die Tiuigenten derselben bedeuten, so verwandeln sich die 
vorigen Gleichungen in folgende: 

(« — ß') iß — 7') (7 — “') = (a — 7') iß — «') (y — ß’) 

(« — ß') iß — y) iy' — «') = if‘ — y) iß — «') iy' — ß') 

iß — 7') (y — « ) («' —/*') = (/* — «) (y — ß') i"' — 7') 

(y — «') i« — ß) iß' — 7) = i 7 — ß) (« — y') iß' — «')• 

Niui kann man jede dieser Gleichungen als eine Curve dar- 
stellend auffiissen , natürlich alle derselben Curve angehörend, 
da alle vier nur dasselbe besagen. Bezeiclinet man nämlich 
mit .r, y die rechtwinkligen Coordinaten der I’uncte i>, 11, b, , 
indem man diese Buchstaben als ludices zu x, y hinzufügt, 
so ist, da z. B. « die Tangente des Winkels bedeutet, welche 
die Gerade p a mit der x-A.xe bildet. 



und ebenso 


a — ß' = 




etc. 


Daher berleutet z. B. a — ß' — i) bei veränderlichen • .r,, , y,, 
die Gleichung der Geraden n V , und ebenso bei den übrigen. 
In dieser Gestalt sind daher die vorigen Gleichungen ver-, 
schiedeue Formen der Gleichung des gesuchten geometrischen 
Ortes, und dieser ist somit eine Curve 3 . ü. Drückt man 
den linken Theil der Gleichmig, welche eine Gerade a h' dar- 
stellt, kurz durch a b' aus, so kaim man die vorigen 
Gleichungen auch schreiben ; 


a b' .b c 

. c a 

— a c . b a' . c b' . , 

, . I. 

a b' . b c 

. ca 

= a c . b a . cb' . 

. . II. 

b c . c a 

. ab' 

= b u . c h' . ’n'c . 

. . III. 

c a' . a b 

. b' c 

= c b . a c . b' a' . . 

. IV. 


Die Gleichung I. zeigt, dass diese Curve hiudurchgeht durch 
die Durchschnittspuncte 

iab' , n:) — a, {ab', ba') = /<', {ab', cb’) = b' 

{bc, ac') — c , {b c', ha') = b, {bc, cb') == /" 

{cn, nc) = (j, {c a, ba') = {ca', cb') = c. 
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sixlaun II., dass sie ausserdem geht durch 

{bc,cb')=f {c'a,(tc) = g\ 

endlich 111., dass sie auch geht durch 

{(t'b' , ba) = h. 

{Cai/ley. MtSmoire eur Ice coarbes du troisieme ordre. Liouville Jourii. 
Kd. 9. pag. 287.) 

4*25. Wenn eine Curve 3. 0. durch irgend zehn von den 
zwölf Puncten a b c, a h' c, f g h, f g 1t [424] geht, so geht 
sie auch durch die beiden übrigen und hat die Eigenschaft, 
dass die von jedem ihrer Puncte p nach den Punctepaaren 
ad, bb' , cc gehenden Strahlenpaare in Involution sind. — 
Demi durch zehn Puncte kann niemals mehr als eine Curve 
3.0. gehen; da nun der in [424] bestimmte geometrische Ort 
der Puncte p durch alle zwölf Puncte geht, so muss eine Curve 
3. 0., welche durch zehn dieser Puncte geht, dieser geome- 
trische Ort sein. 

Zusatz. Dasselbe gilt, allgemein zu reden, schon von 
einer Curve, welche durch neun jener Puncte geht, aber diese 
können dann nicht beliebig unter den zwölf gewählt werden, 
sondern nur so, dass sie nicht die Durchschnitte von zwei 
Mal drei Geraden bilden. 1- c. [424] pag. 288.) 

4*26. Wenn zwei Punctepaarc so auf einer Curv'e 3. 0. 
liegen , dass das durch sie nach [82] bestimmte dritte Puncte- 
paar sich ebenfalls auf der Curve befindet, so sollen sie cor- 
respoudirende Puncte paare heissen. 1. c. [424] pag. 

288.) 

4*27. Sind ad, bb' zwei correspondirende Punctepaare 
einer Curve 3. ()., und ist das Paar cd correspondirend mit 
aa', so ist es auch correspondirend mit bb', und die aus jedem 
Puncte der Curve nach den Punctepaaren aa', bb', cd gehenden 
Strahlenpaare sind conjugirte Paare einer Involution. 

Beweis. Die Paare aa', bb' bestimmen das Paar bb -, 
aa'jcd bestimmen gg' [424]. Diese zehn Puncte liegen der 
Annahme nach auf der (,'urve; demmoch [425] liegt auch da.s 
durch bb', cd bestimmte Paar/'/'' auf der Curve, d. h. bb', cd 
■•(iud correspondirende Punctepaare, und die Curve 3. O. ist 
der geometrische Ort der Puncte p, von welchen die Strahlen 
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p{aa,bb',cc) eine Involution bilden [425]. (Cayky 1, c. [424] 
pag. 288.) 

428. Zwei correspomlireiide Punctepaare aa, bb', d. h. 
zwei so auf der Curve liegende Punctepaare, dass das durch 
sie bestimmte dritte Punctepaar cc ebenfalls auf der Curve 
liegt, sind auch stets zwei Paare correspondireuder Puncte, 
(d. h. jedes Paar hat einen gemeinschaftlichen Tangential- 
punct). — Aus [379], denn die drei Punctepaare aa , bb', cc 
bilden dann die Ecken eines vollständigen Vierseits [82|. 
Das Umgekehrte gilt aber nicht. Vgl. [489, 491J. 


Achter Abschnitt. 

Conjugirte Pole der HeBse'achen Curve. 

§• 1 . 

429 . In Beziehung auf einen Kegelschnitt hat jeder 
Punct X unendlich viele conjugirte Pole, nämlich alle auf der 
Polare von x liegenden Puncte [95 1. ln Beziehung auf einen 
Kegelschnittbüschel hat jeder Punct x im Allgemeinen einen 
einzigen bestimmten conjugirten Pol (111], nur wenn x der 
Durchschnitt der Verbindungsgeraden je zweier Basispuncte 
des Büschels ist, hat er unendlich viele Pole, nämlich alle 
Puncte der alsdann gemeinschaftlichen Polare von x in Be- 
zug auf alle Kegelschnitte des Büschels [106]. In Beziehung 
auf ein Kegelschnittnetz aber, oder in Beziehung auf drei 
Kegelschnitte, die sich nicht in vier gemeinsamen Puucten 
schneiden, hat nicht jeder Punct einen conjugirten Pol, d. h. 
nicht für jeden Punct x schneiden sich die drei Polaren 
in Beziehung auf die drei Kegelschnitte in einem und dem- 
selben Puncte, sondern damit diese Eigenschaft statttinde, 
muss X besondere Lagen hal)en. 

430 . Die Puncte x, welche in Beziehung auf drei be- 
liebig gegebene Kegelschnitte « = 0, v = 0, w = 0 einen 
conjugirten Pol haben, liegen saiumt ihren conjugirten Polen 
auf einer Curve 3. ()., welche zugleich der geometrische Ort 
dieser Puncte ist. 
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‘2:w; 

IJeweis. !Sfii-ii j:,, ,v.j, .r^ die Viiriatielii der Fuuctioueu 
’f, r, w, und iiiiiii bezeichne die partiellen Dirtereutialquotieuten 

etc. durch etc. Dann haben die Polaren von x in 

p.r^ 

Hezug nuf die drei Kegelschnitte » = 0, p = _ 0 jjgj 

veränderlichen y, ijj y, nach | *.)5 1 die üleiehungen 

V,»i+ !/i + !h «;i = 0 

(1) y , + yj *'2 + y:i »’s = 

’/l + V2 '»’2 + y.S »’3 = '>• 

Sollen diese drei Geraden sich in einem Piincte schneiden, 
so ist dazu erforderlich und hinreichend, dass 

, !/, U.J 

(2) I e, V, f’3 ' = 0 
I M>| Wj jPj I 

ist. Da die Functionen der a:,-, welche die Elemente dieser 
Determinante bilden, vom ersten Grade sii^d, so ist der geo- 
metrische Ort der Puncte x eine Curve 3. 0. — Der zu einem 
der Puncte x conjugirte Pol y, in welchem sich die drei Ge- 
raden (1) schneiden, liegt auf derselben Curve 3. 0. Denn 
diese Gleichungen stellen sich kurz dar [1] durch 

(“*) = *•> (M = 0» ('»'.«■) = 

Da aber die Functionen u, v, tv vom zweiten Grade sind, so 
hissen sich dieselben Gleichungen auch darstellen [5] durch 

d. h. wenn die », r, w als Fiuictionen der y betrachtet, und 
die partiellen Difierentialquotieuten ^ etc. wieder mit w, etc. 
bezeichnet werden, durch 

X, U, -|- Xj «2 + *3 «3 = ^ 

x^ i;, -f .r, Pj -f :e 3 i>3 = 0 

X, «2, -j- Xj tVj -f- .Tj K2j = 0. 

Diese Gleichimgen aber bestehen daun und nur dann zusam- 

men, wenn der Gleichung (2) auch von den y,- genügt wird; 
d. h. der Pnnct y liegt auf dem geometrischen Orte der 
Puncte X. Zugleich bestätigen diese Gleichungen, dass wenn 
y conjugirter Pol zu x ist, so ist auch x conjugirter Pol 
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/U ij. {f/eose. Uober die Weiuiepunctc der C'urve 3. O. Crelle’s 
Journ. Üd. 28. pag. 103.) 

431. Sind a; und ij conjugirte Pole in Beziehung auf 
drei Kegelschnitte i/ = 0, v = 0, w = 0, so sind sie es auch 
in Beziehung auf alle Kegelschnitte des Netzes, welchem die 
gegebenen drei als Leitcurven augehören. 

Beweis. Bedeuten x, A, g willkürliche Parameter, so 
kann jeder Kegelschnitt des Netzes durch die Gleichung 
X w -f" ^ + f* 

dargestellt werden [195 1. Die Polare des Punctes x in Be- 
ziehung auf denselben hat die Gleichung 

X -)- A = 0; 

diese aber wird unabhängig von den Wertheu von x, A, g 
erfüllt, wenn der Punct y der Durchschnitt der Geraden 
^,j{uJ) = 0, jd,j{V:c) = 0, dy(jVx) = 0 ist; d. h. die Polare 
von X in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Netzes geht durch 
den zu x conjugirten Pol y. (//«««.■ 1. c. [4,3o] pag. 105.) 

432. Die Curve 3. 0., welche den geometrischen Ort 
der in Beziehung auf ein Kegelschnittnetz conjugirten Pole 
bildet, heisst die Hesse’sche Curve des Netzes (Cremona 
art .132. b.) (Tripelcurve. Schräter. Steiner's Vorlesungen pag. 533.). 
Sind « = 0, t; = 0, w = 0 drei Kegelschnitte des Netzes, 
so ist ihre Gleichung nach [430J 

I "l «2 ’h I 

I Pj Vj = 0. 

, W, W.J W>3 I 

433. Aufgabe. Wenn drei Kegelschnilte « == 0, v = 0, 
w — O als Leitcurven eines Kegelschnittuetzes gegeben sind, 
die Hesse’sche Curve des Netzes zu coustruiren. 

Auflösung. Man lege durch die vier Schnittpuncte 
a h c d von u und v einen beliebigen Kegelschnitt ti und be- 
zeichne die Schnitte desselben mit w durch a ß y 6. Legt 
man durch diese vier Pnncte ein Geradenpaar, so ist der 
Schnittpunct p desselben ein Punct der Hesse’schen Curve 
des Netzes. Mau erhält dadurch sofort drei Puncte dieser 
Curve, und indem mau den durch die Puncte a b c d gelegten 
Kegelschnitt u variirt, beliebig viele. (Hesne 1. c. [430] pag. 105.) 
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Polaren des Punctes 
p in Bezieliuiig auf alle Kegelschnitte x u X v ^ u> — 0 
des Netzes sich in einem Punete schneiden. Nun ist 


(1) m' = « A r = 0 

ein beliebiger durch <lie Schnitte a h c d von u und v gehen- 
der Kegelschnitt. Zieht man durch die Durchschnitte a ß y d 
von u und w ein Geradenpaar, so ist iler Schnitt p desselben 
ein Punct, dessen Polaren in Beziehung auf alle Kegelschnitte 
V, die durch die Schnitte aßyd von it' und u< gehen, in 
eine und dieselbe Gerade zusaminenfallen | UX!]. Diese Kegel- 
schnitte lassen sich durstellen durch 

(2) V — u (i tv = 0. 

Nun kann man aber mit Hülfe der Gleichungen (1) und (2) 
der Gleichung jedes Kegelschnittes des Netzes folgernde For- 
men geben ; 

0 = X M -j- A c -f- g »r = (x — 1) -j- « -j- A e -p f* K’ 

— (x l) U 71 p w 

= (x — 1) « 4- 

also geht jeder Kegelschnitt des Netzes durch die Schnitte 
des festen Kegelschnittes « mit dem variablen Kegelschnitte 
V hindurch. Daher geht die Polare des Punctes ]/ in Be- 
ziehung auf jeden Kegelschnitt des Netzes durch den Punct q, 
in dem die Polaren von p in Bezug auf u und v' sich schnei- 
den [111]. Allein die Polare von p in Bezug auf den ver- 
änderlichen Kegelschnitt v ist eine unveränderliche Gerade, 
der Kegelschnitt »; ist ebenfalls fest, also ist auch q ein fester 
Punct. 


434- Die sämmtlichen conischen Polaren aller Punete 
der Ebene in Bezug auf eine Curve 3. 0. « = 0 bilden ein 
Kegelsehnittnetz [287]. Die ilesse’sche Curve dieses Netzes 
ist zugleich die Hesse’sche Curve = 0 der Cun-e ?/=<•. 
Beweis. Die Gleichungen 


£ü- = 0 = 0 ® - = 0 

dx, ’ dx, dx^ 

stellen drei conische Polaren dar, nämlich diejenigen, welche 
den Ecken des Fundamentaldreiecks angehoren. Die Polaren 
eines Punctes x in Beziehung auf diese Kegelschnitte haben 
die Gleichungen 
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!/i «11 + y-i «n + <Ji «13 = ^ 

(1) «21 + V2 «22 + ’Ji «23 = 

y, «31 + 'Jl «32 + V3 «33 = 

Die Gleichung der Ilesse’schen Curve des Netzes, welche die 

Bedingung nusdrilckt, dass diese drei Geraden sieh in eiiioni 
Puncte, nämlich dem zu x conjugirten Pole ij schneiden, ist 
daher 

«11 «12 «13 

//(«) = ^ ' = 0. 
i «31 «32 «33 ! 

Zusatz. Die Gleichungen (1) enthalten zugleich die 
Bedingung, dass zwei Puncte x und tj conjugirte Pole sind in 
Beziehung auf das von den conischen Polaren gebildete Netz. 
Sie bleiben nach [315] ungeändert, wenn man x mit ij ver- 
tauscht. 

435. Aufgabe. Zu einer gegebenen Curve 3. O. die 
Ilesse'sche Curve zu construiren. 

Auflösung. Man construire zu drei beliebig gewählten, 
nicht in einer Geraden liegenden Puncten die conischen Po- 
laren [3<X5] [3()7], betrachte diese als einem Kegelschnittnetze 
angeliörig und construire nach [433] die Ilesse'sche ('urve 
dieses Netzes, so ist diese die verlangte Ilesse’sche Curve [434). 

§■ 2 . 

43ß. Die Ilesse’sche Curve H (»<) = 0 einer Curve 3. O. 
1 / = 0 hat die doppelte Eigenschaft: sie ist sowohl der geo- 
metrische Ort der Puncte, deren conische Polaren ans Geraden- 
paaren bestehen, als auch der geometrische Ort der Doppel- 
puncte dieser Geradenpaare. — Aus [191], da die erste Polare 
in Beziehung auf eine Curve 3. 0. die conische Polare ist. 
[Sabnon pag. 154.) 

437. Sind X und y zwei conjugirte Pole in Beziehung 
auf das von den conischen Polaren gebildete Kegelschnitt- 
netz, also zugleich [434] zwei Puncte der Hesso’schen Curve, 
so ist die conische Polare von x ein Geradenpaar, das sich 
in y schneidet, und die conische Polare von y ein Geraden- 
paar, das sich in x schneidet. Und nnigckehrt; Ist die co- 
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iiische Polare eines Puiictes x ein Geradenpaar, das sich in 
1 / schneidet, so ist die foni.sehe I’ohire von y ein Geradeu- 
paar, das sich in x schneidet, und x und ly sind conjugirte 
Pole in Beziehung auf das von den conischen Polaren ge- 
bildete Kegelschnittnetz. 

Beweis. Wenn x und y der Ilesse’sehen Curve auge- 
hören, so bestehen ihre conischen Polaren aus Geradenpaaren 
|2(J8], und umgekehrt: besteht die conische Polare von x aus 
einem Geradenpaar, das sich in y schneidet, so liegt sowohl x 
als auch y auf der llesse'schen Curve [43G]. Nun ist die 
Gleichung der conischen Polare von x bei veränderlichen y, 
[2G7] 

(1) 1 +^ 2 ^ "22 + Vs’ ":)3 + "23 4- 2y-jy, «;u + 2 y,ya «,.^=0. 

Besteht diese aus zwei Geraden, so gelten nach [84J gleich- 
zeitig die drei Gleichungen 

Vl «II + !/2 «12 + yj «13 = 

(2) y, ".| + y 2 «22 + ys «23 = 

yi «31 + y2 ":I2 + V3 «3.3 = 

und der Punct y, dessen Coordinaten diesen Gleichungen 
genügen, ist der Durchschnitt der beiden Geraden. Umge- 
kehrt: gelten diese Gleichungen zusammen für einen Punct y, 
so besteht der Kegelschnitt (1) aus zwei Geraden, die sich 
in diesem Puncte y schneiden |84]. Die Gleichungen (2) 
sagen aber nach [434] aus, dass x und y conjugirte Pole in 
Bezug auf das von den conischen Polaren gebildete Kegel- 
schnittuetz sind. Vertauscht man x mit y, so stellt die 
Gleichung (l) die conische l’olare des Punctes y in verän- 
derlichen Xi dar, die Gleichungen (2) aber bleiben ungeändert 
|434], daher ist die conische Polare von y ein Geradenpaar, 
das sich in x schneidet. {Sahnan pag. 154.) 

438. Nach diesem Satze gehören alle Puncte der Hesse’- 
schen (hirve //(«) =•• paiirweise zusammen, in der Art, dass 
bei jedem Paare die aus einem Geradeupaar bestehende co- 
nische Polare des einen Punctes in dem anderen ihren Doppel- 
punct hat, und gleichzeitig bildet ein solches Punctepaar ein 
conjugirtes Polepaar in Beziehung auf jede conische Polare. 
Aus diesem Grimde sollen zwei solche zusammengehörige 
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442 ] 

l’iincfe iler iresse’sclion Ciirve conjiifrirte l’olo der Hcsse'- 
sclien Ciirve "cnnnnt worden. (//««. Ucber Purven 3. t). ctc- 
Crello’s .lourn. I3d. 3G. jiag. 151.) 

439 . Hat die Curvo 3. ü. u — U einen Doppelpunct d, 
so fallen in diesen Punct zwei conjugirtc Pole der Ile.sse'schen 
Ciirve zusammen. 

Beweis. Der Dopjielpunct rf liegt auf der Hesse’sclien 
Ciirve [164|, und die eonische Polare von d ist das Taugenton- 
paar in diesem Piiucte [181], also fiillt der Selinittpunct des- 
selben nach d, und dieser Selinittpunct ist der zu d conju- 
girte Pol [438]. 

440 . Wenn die Hesse’sclie Curve //(m) = 0 einer Curve 
3. O. M = 0 keinen Doppelpunct hat, in welchem Falle die 
Curve II = 0 nach [1G4J ebenfalls keinen Doppelimnct besitzt, 
so fallen in der Hesse’schen Curve keine zwei conjugirten 
Pole aufeinander. 

Beweis. VV^euii ein Punct x mit seinem conjugirten 
Pole zusammen fiele, so müsste die couische Polare von x 
durch diesen Punct hindurch gehen [4.38], und daher x auf 
der Curve u liegen [178]. Demnach müsste x einer der 
Durchschnitte der Curve ii mit der Hesse’scheii Curve //(«) 
sein, also, da u keinen Doppelpunct hat, ein Wendepunct der 
Curve u [157]. Aber die eonische Polare eines Wendepunctes 
besteht aus der Wendetangente und der harmonischen Polare 
[280], und diese beiden Geraden könnten sich nach [363] 
nur dann in dem Wendepuncte treffen , wenn durch diesen 
noch eine zweite Wendetangente hindiirchginge , was nicht 
möglich ist. 


§• 3. 

441 . Sind aa und bb’ zwei Paare conjugirter Pole der 
llesse’schen Curve, so ist das durch sie bestimmte dritte 
Punctepaar cc' [82] ebenfalls ein Paar conjugirter Pole der 
llesse’schen Curve. — Denn zwei conjugirte Pole der Hesse’- 
schen Curve sind zugleich conjugirte Pole in Bezug auf jede 
eonische Polare [438] ; dann aber ist cc ebenfalls ein Paar 
conjugirter Pole in Bazug auf jeden dieser Kegelschnitte [121]. 

442 . Zwei Paare conjugirter Pole der Hesse’schen Curve 

Dcttktiie, CnrveD dritter Orduaog. 16 
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sind stets correspoudireiide Punctej)aare [420]; denn das durch 
sie bestimmte dritte Punctepaar liegt (441) ebenfalls auf der 
Hesse’schen Curve. 


4 + 3 . Zwei conjugirte Pole aa der Hesse’schen Curve 
sind stets aucli correspondirende Puncte, d. h. sie haben einen 
gemeinschaftlichen Tangentialj)unct [378]. (Cremona. art, 133. n) 

Beweis. Nimmt man noch ein zweites Paar coujugirter 
Pole bb' hinzu, so ist das dadurch bestimmte dritte Puncte- 
paar cc ebenfalls ein Paar conjugirter Pole [441]. Nun bil- 
den diese sechs Puncte die Ecken eines vollständigen Vier- 
seits und liegen auf der Hesse 'scheu Curve, also [379] schnei- 
den sich die in den gegenüberliegenden, Ecken aa, bb', cc 
an die Ilesse’sche Curve gezogenen Tangenten auf dieser 
Curve, und zwar in drei Puncten, die in gerader Linie liegen. 

444 . \Ter mit einander correspondirende Puncte aa' bb' 
der Hesse’schen Curve, welche ein (Quadrupel bilden [378], 
bilden stets zwei Paare conjugirter Pole. — Denn der con- 
jugirte Pol eines dieser Puncte, z. B. a, muss sich unter den 
mit a correspondirenden Puncten befinden [443 1; ist der- 
selbe a' , so muss auch der zu b conjugirte Pol sich unter 
den mit einander correspondirenden Puncten befinden und 
kann kein anderer als b' .sein, weil jedem Puncte ein und nur 
ein bestimmter conjugirter Pol zugehört, und niemals zwei 
Pole zusammenfallen können [440]. 


445 . Sind a h c drei in gerader Linie liegende Puncte 
der Hesse'scheu Curve, so bilden ihre drei conjugirten Pole 
a' b' c ein Dreieck, dessen Seiten h'c, ca', ab' resp. durch 
fl, h, c hindurchgehen. (Fig. 34.) 

Beweis. Sind aa', bb' conjugirte Polepaare, uml abc 
. Fig 34. in gerader Linie, so ist c ein Punct 

des durch die beiden ersten Paare 
bestimmten dritten Paares, und 
\ der conjugirte Pol c von c der 

yS' ^ zweite Punct dieses Paares [441]. 

Mithin haben a h' c die behauptete 
P ^ Eigenschaft [82]. (//<?**r. I'ebei Curven 

\j. 3. 0. Crcllc's .lÄurn. Oü. 36. pag. 147. 

Vremona art. 1H4.) 
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44B. Zieht man aus einem Puncte c der Hesse’schen 
Curve (Fig. 34) Gerade nach zwei conjugirten Polen aa', 
so sind die Puncte bl/, in welchen diese Geraden die Hesse’- 
sche Gurre noch treffen , ebenfalls conjugirte Pole, und die 
Geraden ab', a'b schneiden sich in dem zu c conjugirten 
Pole c. — Aus [445], da nach der Construction a b c in ge- 
rader Linie liegen. 

447. Aufgabe. Wenn die Hesse’sche Curve und auf 
ihr ein Paar conjugirter Pole aa' gegeben ist, zu einem be- 
liebigen Puncte c dieser Curve den conjugirten Pol c zu 
coustruiren. 

Auflösung. (Fig. 34.) Man schneide die Hesse’sche 
Curve mit ac in b, und mit n' c in b’, so ist der gesuchte 
Punct c der Schnitt der Geraden a’b, ab'. — Aus [446]. 
(Hesxe 1. c. [H5] pag. 147. Cremona art. 1.34.) 

448. Sind aa' zwei conjugirte Pole der Hesse’schen 
Curve, a ihr gemeinschaftlicher Tangentialpuuct, und a der 
dritte Schnittpunct der Geraden aa' mit der Curve, so sind 
au conjugirte Pole. — (F'ig. 34.) Denn fällt in [445] b mit 
n und daher auch V mit a' zusammen, so werden die Geraden 
a b c, b' a' c Tangenten an der Hesse’schen Curve in a und a'. 
Demnach geht c. in den Tangentialpuuct a über, und der 
conjugirte Pol c von c in den dritten Schnittpunct a der 
fieraden aa mit der Curve. {Cremona art. 133.) 

449. Da jeder Punct der Hes.se’schen Curve nur einen 
ihm conjugirten Pol besitzt, so folgt auch \imgekehrt: Ist a 
der Tangentral]>unct von na und a der conjugirte Pol zu a, 
.so ist a' der Schnittpunct von aa' mit der Curve. Uml; Ist 
a' dieser Schnittpunct, so ist sein conjugirter Pol a der Tan- 
gentialpunct von aa'. 

450. Zieht man aus einem Puncte p der Hesse'schen 
Curve Strahlen nacli den conjugirten Polepaaren dieser Curve, 
so sind diese Strahlen conjugirte Strahleupaare einer Invo- 
lution. {Cremuiiaart. 13t. a) 

Beweis. Sind na', bb' irgend zwei Paare conjugirter 
Pole, so sind sic zugleich correspondirende Pimctejmare [442], 
und ist cc ein drittes Polepaar, so sind sowohl na', cc, als 

16« 
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auch ////, cc' corros|)oii(liri>n<le I’uiictepanro. Mitliin foljrt die 
Beliauptung aus [427J. 

451 . Durcli jeden I’unct p der IJes.se’.schen ('urvc kann 
man zwei und nur zwei Gerade legen, von denen jede die 
Gurve in zwei conjugirten Polen trifft, und zwar bilden diese 
Geraden die Doppelstralilen der von p ausgehenden Involution. 
— Denn die von p nach den Polopaaren gehende fStrahlen- 
involutiou [4r)<)| besitzt zwei Doppelstralilen [li4|. Jeder der- 
selben aber mn.ss zwei conjugirte Pole enthalten, da die letz- 
teren niemals zusammeufallen [440 1. 

452. Bilden aa bb' ein Punctqnadrupel der Hesse’schen 
Gurve mit dem Tangentialpunct p’, und sind na, bb' conju- 
girte Polepaare |444], so treffen sich die Geraden na und bb' 
in einem Puncte p der llcsse’schen- Gurve, welcher der zu // 
conjugirte Pol ist. Die Geraden pan, phb' sind die Dojipel- 
strahlen der Involution, deren Scheitel in p liegt. 

Beweis. Versteht man unter p zunächst den Durch- 
schnitt der Geraden an mit der Gurve, so i.st p nach [448J 
der conjugirte Pol zu p'. Aber p' ist auch der Tangential- 
punct von bb', also trifft die Gerade bb' die Gurve ebenfalls 
in p [449]. 

452. Schneiden sich die Verbindungslinien an und bb' 
zweier Polepanre der IIe.sse’schen Gurve iii einem Puncte p 
dieser Gurve, so bilden die vier Puncte an'bb' ein (Quadrupel, 
dessen gemeinschaftlicher Tangentialpunct der zu p conjugirte 
Pol p' ist. — Denn nach [449] ist dann // sowohl Tangen- 
tialpunct zu aa', als auch zu bb'. 

464. Sind abcdc f sechs Puncte der Ilesse'schen Gurve, 
welche zugleicli auf einem Kegelschnitte liegen, so liegen zwei 
von ihnen, z. B. c f, mit den conjugirten Polen a' b' c tt der 
vier ilbrigen in einem zweiten Kegelschnitt. 

Beweis. Da die Strahlen von irgend einem Puncte der 
Hesse’schen Gurve, z. B. von e, nach den conjugirten Polen 
derselben in Involution sind, so ist [07] 

e {a b c (i) /\ e (c/ b' c' (T) 

und ebenso 

f {a b c d) A / ifl b' c <t) . 
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Da aber ef mit ab cd in einem Kegelschnitte liegen, so ist 
auch [86] 

e (a b c d) f\ f {a b c d) 

und folglich 

c {<( b' c d ) A t ('<’ c' rf"), 

mithin liegen auch c f d b' c tf in einem Kegelschnitte [85]. 

4».». Sind a b c d vier beliebige Puncte der Hesse sehen 
Ciirve, (i h' (■' (f ihre conjugirten Pole, so haben diese zwei 
Gruppen von vier Puncten den nämlichen gegenüberliegenden 
Punct. 

Beweis. Legt man durch «6 erf einen beliebigen Kegel- 
schnitt, welcher die Curvo in cf trilTt, so ist der gegenüber- 
liegende Punct m derjenige, in welchem die Gerade e f die 
Curve trifft [2.49]. Nun liegen aber d b' c (f c f ebenfalls 
in einem Kegelschnitt [454], also ist m auch der gegenüber- 
liegende Punct zu d b' c d . 

456. Liegen sechs Puncte ab c d e f der Hesse’schen 
Curve auf einem Kegelschnitte, so liegen ihre conjugirten 
Pole d b' d d e f auf einem zweiten Kegelschnitte. {Cremona 
iirt. 137. a) 

Beweis. Die zwei Mal vier Puncte abcd und db'c'd 
haben denselben gegenüberliegenden Punct m [455], es liegen 
also mef in einer Geraden. Zieht mau nun « e' und schnei- 
det damit die Curve in f, so liegen a' b' c d c f in einem 
Kegelschnitt. Ist aber e der conjugirte Pol zu e, so muss 
auch f der conjugirte Pol zu f sein [446]. 

457. Sind abcd vier beliebige Puncte der Hesse’schen 
(.'urve, d b' c d ihre conjugirten Pole, so ist der neunte 
Durehschnittspunct aller Curven 4. 0., welche durch diese 
acht Puncte gehen, der Tangentialpunct zu dem den Puncten 
abcd und d b' c d gemeinschaftlich gegenüberliegenden 
Puncte m. — Aus [263], da in diesem Falle wegen [455] m 
und g zus.ammenfalleu. 
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■4:58. (Fig. 35.) Ist hh' k eine Gerade, welche zwei 
coujugirte Pole hh’ der Hesae’schen Curve //(«) = 0 ver- 
bindet und diese Curve ausserdem in k schneidet; und sind 
ferner a ß y ä die Durchschnitte der conischen Polaren von 
h und h’ bezüglich der Fundanieutalcurve 3. 0. « = 0, so 
zwar, dass [438] h' (« ß, y ö) die conische Polare von h, und 
h (« y, ß ()) die conische Polare von h' ist, so bilden die Ge- 
raden a d, ß y die conische Polare von k, ihr Durchschnitt 
k' ist daher [438] der conjugirte Pol zu k, und dann zugleich 
wegen [449] der Taiigentialpunct von h und h'. 


/ 
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Beweis. Die conischen Polaren aller Puncte einer Ge- 

^ raden schneiden 

' sich in densel- 

ben vier Puncten 
[284], also geht 
die conische Po- 
/ -V ^ 'l lare von A- durch 

aßyS. Da aber 
k auf der Hesse’- 
scheu Curve liegt, 
so besteht seine 
conische Polare 
aus einem der 
drei durch diese 
vier Puncte ge- 
henden Geraden- 
paare. Zwei der letzteren, nämlich a ß, y ö und n y, fl d sind 
die conischen Polaren von h und A'; da nun zwei verschie- 
dene Puncte auch stets verschiedene conische Polaren haben 
[2G7], [282], so muss die conische Polare von k das dritte 
Geradenpaar « d , ßy sein. {Snlmnn pag 155. Cremom art. 133) 










\ 


\ 




459. Die gerade Polare eines Punctes h der Hesse'schen 
Curve bezüglich der Fundaraentalcurve ist eine Tangente an 
der Hesse’schen Curve, und zwar diejenige, welche diese in 
<leni zu h conjugirteu Pole h' berührt, und umgekehrt: Eine 
Tangente der Hesse’schen Curve in h' ist die gerade Polare 


Digitize;' 


462.] Conjugirte Pole. 247 

(bezüglicli der Fundamentalcurve) des zu K conjugirten 
Pols h. 

Beweis. (Fig. 35.) Die gerade Polare eines Punctes h 
bezüglicli der Fundamentalcurve ist zugleich die Polare von h 
bezüglich der couischen Polare von h [274]. Da nun hier 
diese conische Polare von den Geraden h' (k ß, y d) gebildet 
wird, so ist wegen des vollständigen Vierseits a ß y 6 h h' 
jene gerade Polare die Gerade /i'k' [95], und diese berührt 
die Hesse’sche Curve in h', weil A' der Tangentialpunct von 
h' ist [458]. Ebenso ist die Tangente hk' an der Hesse’- 
schcn Curve in A die gerade Polare von A'. {Saimon pag. i5ß. 

('rcmona art. 132, c) 

4G0. Hieraus folgt: Beschreibt ein Punct A die Hesse’- 
sche Curve, so hüllt dessen gerade Polare (bezüglich der 
Fundamentalcurve) die Hesso’sche Curve ein. (Stdmon pag. 155. 

Cremona art. 132. C) 

401. Die conische Polare (bez. d. Fund. Curve) irgend 
eines Punctes c schneidet die Hesse’sche Curve in sechs 
Puncten A. Die geraden Polaren (bez. d. Fund. Curve) dieser 
sechs Puncte A sind die von c an die Hesse’sche Curve gehen- 
den Tangenten, und deren Berühruugspuncte die conjugirten 
Pole jener sechs Puncte A. 

Beweis. Da die conische Polare von c dinch A geht, 
so geht die gerade Polare von A durch c [273]. Da aber A 
auf der Hesse’scheii Curve liegt, so ist die gerade Polare 
von A Tangente an der Hesse’scheu Curve in dem zu A coii- 
jugirten Pole [459]. {Cremona art. 132. *c.) 

Anmerkung. Dieser .Satz lässt sich im Zusammenhang 
mit j270] auch so aussprechen: Die Berühruugspuncte der 
von einem Puncte c au die Fund. Curve gehenden Tangenten 
sind die Durchschnitte derselben mit der conischen Polare 
von c] die Berührungspimcte aber der von c an die Hesse’- 
sche Curve gehenden Tangenten sind die conjugirten Pole 
der Durchschnitte der Ilesse'scheu Curve mit der nämlichen 
conischen Polare von c. 

402. Ein Wendepunct w der Fund. Curve ist zugleich 
ein Puiict der Hesse’scheu Curve [339]. Der ihm als solchen 
conjugirte Pol w' ist der Durchschnitt der Wendetangente 
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und der hariuuiiiscbcu Polare von w (die crstere bezüglich der 
l'und. Curve). — Wegen [438], denn diese beiden Genideu 
bilden die conische Polare von w [280] {Crfmona art. 141.) 

403. Die Wendetangente an der Fund. Curve in einem 
Wendepuncte w berührt die Hesse’sche Curve in dem zu w 
(als Punct der Hesso’scheii Curve betrachtet) conjugirtcn 
Pole IV. — Aus [459], da die Wendetangente die gerade 
Polare von tv ist [2G9]. {Clehsrh. Uebcr die Wcndetaiigcuteu der 
Curveii 3. 0. Crelle’s Jouru. lid. 58. pag. 232. — Cremonu. art. 141.) 
— Folgt auch aus [341] in Verbindung mit [3ö(i], da tv auf 
der harmonischen Polare von w liegt [4G2], 

Anmerkung. Eine Gerade, welche zwei coujugirte 
Pole hh' der Hesse'schen Cnrve verbindet, schneidet diese 
• Curve im Allgemeinen noch in einem dritten Puncte k. Ist 
aber h ein Wendepunet, so fällt X mit h' zusammen. 

4<>4. Eine Curve 3. 0. und ihre Hesse’sche Curve haben 
27 gemeinschaftliche Tangenten, von denen neun die Wende- 
taugenten der Fund. Curve sind; also ausser den letzteren 
noch 18. 

Beweis. Da beide Curven von der sechsten Classe sind, 
so haben sie G . G = 36 gemeinschaftliche Tangenten. [187. 
Note.] Unter diesen befinden sich nach [463] die Wende- 
tangenten der Fund. Curve. Da aber jede von diesen als aus 
zwei zusammenfalleuden Tangenten bestehend zu betrachten 
ist [187. Note], so sind ausser ihnen nur noch 18 gemein- 
schaftliche Tangenten vorhanden. {Cremnnn. art. I4i. a) 

§. 5. 

405. (Fig. 36.) Jede Gerade G hat bezüglich einer Curve 
3. 0. als Fund. Curve vier Pole a b c <i, in welchen sich die 
conischen Polaren aller ihrer Puncte schneiden [285]. Sind 
nun !j W k' die Puncte, in welchen die Gerade G die Hes.se'- 
sche Curve trifft, so sind die conischen Polaren von g, h', k' 
die drei Geraden paare, welche durch ab cd hindurch gehen : 
(ac,bd)\ {ab,cd)\ (ad,bc) [268], und deren Durchschnitte, 
oder die Diagonalpuncte g^h^k des vollständigen Vierecks 
abc d sind die conjugirten Pole zu resp. g’, h\ k' [438]. Die 
letzteren liegen der Reihe nach auf den Geraden bk, kg, gh 
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(445]. Die Puiicle //, h, k aber liegen als coiijugirte Pole zu 
den drei l’inicten y, h',k' der 
Hesse'scheii Curvo ebenfalls 
auf dieser Curve [438]. Hier- 
aus folgt: Mimnit eine Ge- 
rade G nach mul nach alle 
Lagen in der Ebene an , so 
beschreiben die Diagonal- 
puncte fj,h, k des von den 
vier Polen ah c'd der Gera- 
den G (bezüglich einer Curve 
.3. 0. «) gebildeten vollstän- 
digen Vierecks die Hesse’sche 
Curve //(m); und die Seiteii- 
paare dieses vollständigen 
Vierecks bilden die conischeii Polaren (polaren Geradenpaare 
[268]) der Puncte der Hesse’schen Curve. (Crfmona art. 1 33. d.) 

Anmerkung. Da jeder Punct als ein Pol einer Ge- 
raden G betrachtet werden kann, dem daiui noch drei andere 
Pole beigeordnet sind, so tritt jeder Punct der Ebene als 
eiue Ecke eines solchen vollständigen Vierecks auf, und da- 
her gehen durch jeden Punct drei Gerade hindurch, von de- 
nen jede einem polaren Geradenpaar angehört. 

4Ö6. (Fig. 

.36, 35.) Wird 
die Gerade G 
eine Tangente 
au der Hesse'- 
schcn Curve, so- 
dass zwei ihrer 
Durchschnitte 
mit derselben zu- 
sammenfalleu, 
z. B. g mit li , 
so fallen auch die 
Diagoualseiteu 
hk und kg, auf 
denen g' und K 
liegen, zusammen. 


Fl«. 35. 



und dies erfordert wiederum, dass sowohl 
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die üiagoiialpuncte (/, h, als auch die Ecken h, c des voll- 
Fig. 35. ständigen Vier- 

* ecks a h c d in 

denselben Punct 
I /.usanimcnfallen , 

der als conju- 
girter Pol von h' 
mit /i bezeichnet 
werde. Umge- 
kehrt : Fallen 

zwei Pole b, c 
der Geraden G 
zusammen , so 
fallen auch <j und 
h in den näm- 
lichenPunct, also 
alle vier Puncte in einen A, und daher fallen auch g , h' 

in einen h' zusammen, in 
' , 4 ' welchem dann G die Hesse’- 

\\ sehe Curve berührt. Dadurch 



wird nun k' der Tangential- 
punct von h' (und auch von 
h [44:J]), ferner h {a, d) die 
conische Polare von A', und 
k {/ih'i ad) die conische Po- 
lare von A'. Da endlich die co- 
uischen Polaren der Puncte 
von G alle durch h, c hiii- 
durchgehen, die Gerade bck 
sich nun aber in hh' k verwan- 

i ^ . '"j delt hat, so lialjeu die coni- 

Kchen Polaren aller Puncte von G die Gerade hh' zur gemein- 
■schaftlichen Tangente in A. [Cremona art. l.S.5.) 

467. Aus dieser ßetrachiung ergeben sich folgende 
Sätze: Wenn von den vier Polen einer Gerarlen G zwei in 

einen Punct A zusammeufallcn, so dass die conischeu Polaren 
aller Puncte von G in A eine gemeinschaftliche Tangente 
haben, so liegt dieser Punct auf der Hesse’schen .Gun-e, die 
Gerade G aber berührt die Hesse'sche Curve in dem zu A 
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conjugirten Pole h', und die Gerade h h' ist die gemeinschaft- 
liche Tangente jener conischen Polaren. 

468 . Ferner: Berührt eine Gerade G die Hesse’sche' 
Curve in einem Puncte h', so fallen zwei ihrer Pole bezüg- 
lich der Fundamentalcurve zusammen (bilden einen Doppel- 
pol) in einen Punct h, der auf der Hesso’schen Curve liegt 
und der zu h’ conjugirte Pol ist. 

469 . Ferner: (Fig. 35.) Ist k‘ h' eine Tangente an der 
Hesse’schen Curye, und zwar h' Berührungspunct, k' Tan- 
gentialpuuct, so besteht die conische Polare von h' aus den 
Geraden h («, d), welche den Uoppelpol h der Geraden 
k’h' (bez. d. Fund. Curve) (d. i. den zu -h' conjugirten Pol) 
mit den beiden einfachen Polen a, d derselben verbindet. Die 
conische Polare des Tangentialpunctes k' aber besteht aus den 
beiden Geraden hh' und ad, von denen die erstere den Be- 
rührungspunct //' mit seinem conjugirten Pole h verbindet, 
und die letztere die beiden einfachen Pole der Tangente k’ h' 
verbindet. Dieses Geradenpaar schneidet sich in dem zu k' 
conjugirten Pole k, welcher zugleich der Punct ist, in wel- 
chem hh' die Hesse’sche Curve zum dritten Male trifft. (S. 
auch [449]) [Cremona art. 133, b.) 

470 . Hieraus folgt: Die Gerade, welche zwei conjugirte 
Pole hh' der Hesse’schen Curve verbindet, gehört mit zu den 
Geraden, welche die conischen Polaren der Puncte der Hesse'- 
schen Curve zusammensctzen. 

471 . Wenn eine zwei conjugirte Pole hh' verbindende 
Gerade die Hesse’sche Curve in einem dieser Puncto, z. B. in h', 
berührt, so ist der andere h ein Wendepunct, und hh' Wende- 
tangente an der Fundamentalcurve. — Denn in diesem Falle 
fällt der dritte Durchschnitt /. der Geraden hh' mit der Curve 
mit h' zusammen, und daher auch der Taugentialpunct k' 
von h' (nämlich der conjugirte Pol zu k [449]) auf h. Mit- 
hin ist dann hk' Wendetangente an der Hesse’schen Curve 
und h Wendepunct für diese und daher auch für die Funda- 
meutalcurve. Dann aber ist nach [463] hh' Weudetangeute 
an der Fundamentalcurve. 

472 . Sind hh' zwei conjugirte Pole der Hesse’schen Curve, 
k' ihr gemeinschaftlicher Tangentialpunct, sind ausserdem 
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Ii h n ri die Pole der Tciiigeiite k'h', und llh'u^ri^ die Pole 
der Tangente k' h, »o liegen die vier Puncte a d r/, rf, auf 
derselben Geraden, nänilieh auf derjenigen, welche mit hh' 
’/.usainincn die eonische Polare von k' bildet. — Denn behält 
inan in [46(tJ den Tangentialjninct k' bei, nimmt aber statt 
der Tangente k' h' die andere k' h , so muss die eonische Po- 
lare von k' bestellen aus hh' und der Geraden, welche die 
einfachen Pole n, rf, der Tangente k' h verbindet; iliese zweite 
Gerade aber war schon ad. Die Geraden h'{a^,d^) bilden 
natürlich die eonische Polare von h [469]. 

Fig, 35. 



47S. Nach [465] gehen durch jeden Punct h der Ebene 
drei Gerade hindurch, welche conischen Polaren angehören. 
Liegt aber h auf der Hesse’schen Curve, so gehören zwei 
dieser Geraden, nämlich ha und hd derselben conischen Po- 
lare an und zwar derjenigen des zu h coujugirten Pols h', 
und did dritte geht durch diesen conjugirteu Pol hindurch [466]. 

474. Die Tangente hk' in einem Puncte h der Hes.se’- 
schen Curve ist harmonisch zugeordnet zu der Geraden hh', 
die nach dem zu h conjugirten Pole h' geht, in Beziehung 
auf das Geradenpaar h («, d), welches die eonische Polare 
von h' bildet und nach den beiden einfachen Polen «, d der 
Tangente h' k' in h' an der Uesse’schen Curve geht. — 
Denn hk’ ist die Polare von h’ in Bezug auf die eonische 
Polare von h' [459]. {Cremona art. 133.) 
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475. Ist h ein Weiulepunct der Hessc’selien Curvc (mid 
daher .auch der Fund. Curve |.3r>F)|), geht also die Tangente 
hk' in die Wendetangente an der Hesse’schen Curve in h 
über, so fallen drei Pole dieser Geraden (bezüglich der Fund, 
(jurve) in den zu h eonjugirten l’ol //, und der vierte liegt 
auf der harmonischen Polare von h, welche nach [3.56] der 
Fund. Curve und der llesse'schen Curve gemeinschaftlich ist. 

Beweis. In diesem Falle füllt zuerst der T.angential- 
punct /.' mit h zusammen, sodann nach [463] auch k mit /<'. 
Die conische Pohare h' («, c/,) des Wendepunctes h aber bc- 
•steht aus der Wendetangente an der Fund. Curve und der 
hiirmouischeu Polare [280]; und die erstere ist die Gerade hh' 
[46.3], also nult von den beiden Genaden 4’ {a ^ , d^) die eine, 
etwa 4' rf| mit 4 4' zusammen , und die andere 4' zr, ist die 
harmonische Polare von 4, demnach fallen die drei Puncto 
rf, 44' in einen zusammen; d. h. es fällt in den Doppelpol 4' 
der Genaden 44' (der Wendebangente an der Hesse'scheu 
Curve) auch noch der einfache Pol rf, ; der vierte Pol «, .aber 
liegt auf der harmonischen Polare von 4. 

476. Alle xonischeu Polaren (bez. der Fund. Curve), 
welche durch den eonjugirten Pol 4' eines Wendepunctes 4 
der llesse’schen Curve gehen, haben in 4' mitein.ander eine 
dreipunctige Berührung. — Denn diese conischen Polaren bil- 
den einen Kegelschnittbüschel, de.ssen Basispiincte die vier Pole 
der geraden Polare von 4' sind [288). Die letztere aber ist 
die Wendetangento in 4 an der llesse'schen Curve [459] und 
daher fallen drei Basispuncte des Bü-sehels in 4' zusammen 
[475]. 

477. Bilden zwei Gerade C, C' eine conische Polare 
eines Punctes 4' der Hesse'schen Curve, sodass ihr' Durch- 
schnittspunct 4 auf der Hesse’schen Curve liegt und der zu 
4' conjugirto Pol ist [438J, so trifft jede dieser Geraden die 
llesse’sche Curve in zwei eonjugirten Polen. 

Beweis. Ist C irgend eine der beiden Geraden, und 4 
ein von 4 verschiedener Durchschnittspunct derselben mit der 
llesse’schen Curve, so gehen durch 4 drei Gerade hindurch, 
welche conischen Polaren angehören, von denen mach [473] 
eine durch den zu 4 eonjugirten Pol 4’ geht, und die beiden 
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anderen die conische Polare von h’ bilden. Eine dieser drei 
Geraden ist offenbar C selbst, aber diese gehört nicht zu dem 
in h sich treffenden polaren Geradenpaare, also muss sie die- 
jenige sein, die durch den zu h coiijugirten Pol geht. 

Bemerkung. Hieraus folgt: Durchläuft ein Punct k 
die Hesse'sche Curve, so erzeugt das in k sich treffende po- 
lare Geradeupaar durch seine Durchschnitte mit der Hesse'- 
scheu Curve die conjugirten Pole der letzteren. 

478. Ein polares Geradenpaar C, C mit dem Durch- 
schnitt k fällt zusammen mit den Doppelstrahleu der Invo- 
lution, deren .Scheitel in k liegt, und deren .Strahlen nach 
den conjugirten Polen der Hesse'schen Curve gehen [450]. — 
Aus [451], denn die Geraden C, C treffen jede die Hesse’sche 
Curve in zwei conjugirten Polen [477]. 

479. Liegen zwei coujugirtc Polepaare hh' und It so, 
dass ihre Verbindungslinien sich in einem Puncte k der Curve 
schneiden, so bilden diese Geraden ein polares Geraden p.iar. 
— Denn nach [451] gehen durch k nur zwei Gerade, welche 
die Hesse’sche Curve in conjugirten Polepaaren schneiden, und 
diese sind die l)oj>pelstrahlen der von k ausgehenden Involu- 
tion, mithin nach [478] .auch ein polares Geradeupaar. 

480 . Die vier Puncte hh'll', in denen ein polares Ge- 
radenpaar mit dem Durclisclinitte k die Hesse’sche Curve 
trifl’t, bilden ein Quadrupel, d. h. sie haben einen gemein- 
scbaftlichen Tangcntialpunct k’, der der coujugirfe l*ol zu k 
ist. — Aii.s |4.5.’j], denn hh' und //' sind nach [477] zwei 
Paare corijugirter Polo, deren Verbindungslinien sich in dem 
Puncte A' schneiden, welcher auf der Hesse'schen Curve liegt. 

481 . Bilden zwei P.aare conjugirter Pole hh' und //' 
ein Punct<juadrnj)el, so bilden die Geraden hh' und //' eine 
conische Polare (ein polares Geradenpaar). — Ans [479], 
denn der Durchschnitt der Geraden hh' und //' liegt auf der 
lle.sse'schen Curve [ 452 ]. 

482 . W’enn von den zwei Geraden eines ))olaren Ge- 
radenpanrs mit dem auf der Hesse’schen Curve liegenden 
Dnrchschnitt.spuncte //', die eine die Hesse'sche Curve in //' 
berilhri, so ist sie die VVendetangente an der Knndamenfal- 
curve in dein zu h' eonjngirfen l*ole //, und die andere ist 
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die barmonische Polare des VVendepiinctes h. — Denn da in 
h' nicht zwei conjugirte Pole zusammen fallen können [440], 
so schneidet die erstere Gerade die Hesse’schc Curve in dem 
zu h' conjugirten Pole h [477] und daher folgt die Behaup- 
tung aus [471]. 


§. 6 . 

483. Jede Curve .3. 0. v — 0 kann als eine Hesse’sche 
Curve //(«) = 0 angesehen werden, und zwar giebt es drei 
Curven 3. 0. « — 0, für welche als Fundaraentalcurven die 
gegebene Curve i; = 0 die Ilesse’sche ist. (//«.«■. Zur Theorie 
der Elimination. Crelle's Joum. Bd. 39. pag. 89.) 

Beweis 1. Man kann die Curve v gegeben denken 
durch ein Puuctquadrupel hh’ll' und den zugehörigen Tan- 
gentialpunct k' [404]. Dann liegen die drei Durchschnitte 
der drei durch hh'lF gehenden Geradenpaare ebenfalls auf 
der Curve v [409]. Ist nun z. B. k der Durchschnitt der 
Geraden h/i' und IF, und betrachtet man diese als die conische 
Polare des Punctes k' in Beziehung auf eine Curve .3. O. «, 
so ist I» die Hesse’sche Curv'e der letzteren und hlF, IF, kk' 
conjugirte Polepaaro auf derselben [48lj. Da es aber drei 
Geradenpaare durch die vier Puncte des (Juadrui)els giebt, 
so kann jedes Paar als conische Polare des nämlicdion Punc- 
tes k' in Beziehung auf eine Fund. Curve u betrachtet wer- 
den, und dann mils.sen diese drei Fundamoutalcurven im All- 
gemeinen von einander verschieden sein, da einem PuncÜ! 
in Beziehung auf eine (hirve 3. O. nur eine einzige conische 
Polare zugehört [267]. 

Beweis 2. Nimmt man von den zwölf Geraden, welche 
durch die neun Wendepuncte einer Curve 3. 0. gehen [3.53], 
drei, die alle neun enthalten, als Seiten des Fundamental- 
dreieckes a;, ■= 0, a-., =0, a,-j = 0 an, so kann nach [354] 
die Gleichung der Curve in folgender Form ge.schrieben 
werden 

(1) M = A' (a:,^ -f .Tjä + .V) -f 6 A .r, x, = 0, 

(indem an Stelle des Coefficienten k in der Gleichung (1) in 
[.354] hier — 2 gesetzt ist) und stellt bei veränderlichem 
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j, alle Ciirveii des syzyf?eHscIieii Büschels [355] dar, welche 

durch die neun Weiidepiiiicle hindurchgeheii. Man erhiilt 
hieraus : 

= GAa", 

= GA'a'j i/ji = GAa:^ 

"3:1 = GA'a"^ H|j = GAa"., 

und dann die Gleichung der Hesse'schon Gurve mit Weg- 
la.ssung des ( ’oefficienten G''* 



1 

1 ^ •••'1 > 

AX3 , 

A Xj I 


A/(n) = 

A Xj , 

A’xj, 

Ax, 1 = 0, 



Ax., , 

A .V| , 

A'x,, 1 

oder entwickelt 



H{u) = - 

AU' (xp- + 

X., ' -|- 


und wenn 

man 




(2) 

2P + 

AU - 

- AU' 

= Gfi : fl' 


setzt, 


= 0 , 


(3) //(iz) = fl' (a-,-' + a-./'' + a;,-') + Gfi a;, Xj x, = ü. 

Die llessc'sche (.lurve erhält also eine Gleichung von der- 
•sclben (Jcstalt wie die Fnndainentalcurvo, was sich erwarten 
Hess, da die Uesse’sche Curve selbst eine der Curven des 
durch die Gleichung (1) dargestellten syzygetischen Büschels 
ist [355]. Demnach kann eine Curve 3. ü. auch stets als 
eine Hesse’sche (hirve (3) betrachtet werden, und wenn mau 
nun diese, also fi : fi', als gegeben ansieht, so findet man die 
ihr zugehörige Fuudamentalcurve, wenn man A : A' aus der 
Gleichung (2), die sich schreiben Lässt 

(4) , GAU'ft + (2A^ + A'^)ft' = 0 

bestimmt. Diese liefert aber drei Werthe für das Verhältniss 
A : A', und daher giebt es drei Fundamentalcurven, welchen 
eine gegebene Gurve 3. 0. als Hesse'sche Curve angehort. 

Man -kann mit Hülfe der Gleichung (4) entscheiden, ob 
und wann zwei der Fmidamentalcurven zusammcnfallen kön- 
nen, da dies dann und nur dann eintritt, wenn in jener cubi- 
schen Gleichung zwei Wurzeln einander gleich werden. Be- 
trachtet man nämlich in dieser Gleichung i als die Unbe- 
kannte, indem man sie in der Fonn 
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schreibt, so kann man sie sehr leicht nach der Cardanischen 
Formel auflösen. Setzt man der Kürze wegen 

und unterwirft diese beiden Wurzelwerthe der Bedingung 



bezeichnet ferner mit a, k’ die imaginären Cubikwurzelu der 
Einheit, so erhält man für j die drei Werthe 

^ = P + ^/, = "P + «’V» = “V + «</, 


von welchen zwei eimmder gleich sind, wenn p=g ist. Dies 
tritt nun zuerst für (i — 0 ein, indem p und g beide un- 
endlich gross werden. In der That liefert dann die Glei- 
chung (4) 

■ A2 A' = 0, 

sodass A' = 0 die einfache und A = 0 die zweifache W urzel 
ist. Der Ilesse'schen Curve x^.r2X^=0 gehört also a;,a:.,a;3 = 0 
einmal und = 0 zweimal als Fundameutalcurve 

an. Ausserdem wird p = g, wenn 



ist. Dieses aber sind drei Werthe, für welche der linke Theil 
der Gleichung (3) in drei lineare Factoren zerfällt, (S. die 
Formeln (4) in [354]), für welche also die Flesse'sche Gurve 

aus drei Geraden besteht. Ist dann — — == 1, so wird 
p = q = — 1 und daher, da = — 1 ist, 

^ = -2, = + l, = +l 


oder 



Für — ^ « ist ferner 

Di'KtcB, Cnrron «Irittcr Onlt>uiig. 


2 j 2 . 

wegen (5) /) == 9 = — n’ 


und 
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damit 

Y = — 2 — -j- ß*. = -)- — Y = “, = — 2a, = — 2ß. 

Endlich für — ~ , = a‘ hat man p = q = — a und 
. t* 

J =_ 2«, = + «, = + «, - y =«’,=- 2ß^=-2«’. 

In allen diesen Fällen besteht daher die von der einfachen 
Wurzel herriihrende Fundamental - Curve aus den nämlichen 
drei Geraden, wie die Ilesse’sche Curve (vgl. [.'IdO]); und 
ausserdem giebt es jedesmal noch eine zweite, von der zwei- 
fachen Wurzel herrührende Fundamentalcnrve, welche eben- 
falls die drei Geraden zur Uesse’schen Curve hat. Die (iloi- 
chungen dieser Curvtm sind folgende: 

Ilesse’sche Curve. 

X, T.,T^ = 0 

X, * -|- -j- Xj* — 3 X| X2X3 = 0 

+ •»••/+ -V - a-2.T,=() 

X,^ -(- X2'’-(- .Tj-' 3 «'''X| Xj Xj — 0 

Fiindamentnlcurven : 


.r, XjX3=0 


Xi-'+Xj^+Xa''— 3 X, .r^x., = 0 
.T| ^ -j- x.,^ -j- .Tj-’ — 3ß X| X.J .rj= 0 
X I ■* + Xj ■' + X.,'* — 3«'^ X I XjX.,=0 


einfaclie Wurzel. 1 zweitaclie Wurzel, 

X, ^ -f X./ 4- .Tj-' -f- () X, Xj X, = 0 
X, ■' -f- X./ -j- x,'’’ -j- G« x,Xj.r3 — ( I 
X, ^ 4 Xj^ 4 * 3 '' 4^“^-*ä 3'jX.,=0. 
Die Vergleichung mit j354J zeigt, dass diese vier aus je drei 
Geraden bestehenden Hesse’scheu Curveii die vier Gruppen 
von je drei Geraden sind, auf welchen die Wendepuncte ver- 
theilt liegen. 

Es ergiebt sich daher, dass im Allgemeinen zu einer 
llesse’schen Curve stets drei verschiedene Fundamentalcurven 
gehören; wenn aber die Hesse’sche (hirve aus drei Geraden 
besteht, so fallen zwei der Fundamentalcurven zusammen, 
und die dritte ist mit der llesse’schen Curve identisch. 


Beweis .3. S. [022]. 

484 . Aus [483. Bew. l] folgt: Die drei Geradenpaare, 
welche durch die l’uncte eines Gnadrupels einer Curve 3. O. 
v — U gellen, sind die conischen l’olaren des Tangential- 


Digitizod by Google 


48G.] Conjugirto Polo. 259 

punck's in Beziehung auf die drei Curvon « = (), welche als 
Fundamentalcurven zu v als einer llesse’schen Curve gehören. 
{Cremona art. 147, a.) 

485. Zwei l’uncte einer Curve 3. 0. « = 0, welche, 
sobald man diese Curve als eine Hesse’sche betrachtet, auf 
der letzteren conjugirte Pole sind, sollen conjugirte Pole der 
Curve u genannt werden. Sind ff, n, die vier Puncte 
eines Quadnipcls, so la.ssen sich dieselben auf dreifache Weise 
zu conjugirten Polepaaren anordnen, nämlich 

«, a-j, «3 «4i »3, o'i «i5 «1 "i; f>3 «3i 

denn da die gegebene Curve auf dreifache Weise als Ilesse’- 
sche Curve betrachtet werden kann, nämlich als zu drei ver- 
schiedenen Fund. Curven gehörig, so gehört demselben Puncte 
«I, je nachdem man ciqe dieser drei Fund. Curven wählt, 
oder rtj oder a^ als conjugirter Pol zu, und die beiden übrigen 
Puncte sind dann ebenfalls conjugirte Pole [444]. Demnach 
giebt .es auf einer Curve 3. 0. drei verschiedene Systeme 
conjugirter Polepaare, und die drei Puncte a^a^a^, welche 
in diesen drei Systemeir zu </, als conjugirte Pole gehören, 
bilden mit «, ein Puiictquadrupel. Alle von den conjugirten 
Polen einer Uesse’schen Curve geltenden Sätze gelten daher 
ohne Weiteres abch von den conjugirten Polen desselben 
Systemes einer beliebigen (.'urve 3. O., so bald diese als 
riesse'sche Curve betrachtet wird. Ausserdem ergiebt sich 
hieraus, dass zwei Puncte einer Curve 3. ü., die denselben 
Tangeutialpunct haben (correspondirende Puncte sind), auch 
stets als conjugirte Pole in einem der drei Systeme betrachtet 
werden können. 

48G. Aufgabe. Eine Curve 3. O. zu construiren, wenn 
dieselbe durch ein Puiictquadrupel und den zugehörigen 
Tangcntialpunct gegeben ist [404]. 

A.uflösung. Man betrachte die zu constniirende Curve 
.als eine Hesse'sche Curve und ordne die Puncte des Quadru- 
pels in beliebiger Weise paarweise einander als conjugirte 
Polepaare zu. Sind dann aa, bb' diese beiden Paare und ;i 
der Tangcntialpunct, so ist der Durchschnittspunctp'=(irn',AZ/') 
der zu p conjugirte Pol [452]. Wenn man nun immer zu je 
zwei conjugirten Polcpaaren das dritte Punctepaar nach [82] 

17* 
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erliillt man neue l'uncteiiaaro der gesuchten Curve, 
welclie dann aucli stets conjugirte Polcpaare sind [441). In- 
dem man also von den gegebenen l’uncten an, hV , p aus- 
gelit, bestimmt man zuerst p' — {na, hb"), sodann liefern je 
zwei Paare ein neues Paar in folgender Art: 

au,hb' liefern cc' iUi, bV liefern ff 

cc,pp’ „ ri(t‘ ee, bb' „ bh' 

(Uf, na' „ ee' ee, cc „ if 

u. .s. f. 

Bemerkung. Da bei dieser Coustruetion auch Gerade 
zu ziehen sind, welche einen Curveupunct mit den Puncten 
eines Quadrupels verbinden, so erhält man nach [1582] auch 
immer neue Punch|uadrupel, deren Tangentialpuncte nach 
[487 1 oder [412] ebenfalls gefunden werden können. 

487. Aufgabe. Wenn eine Cuiwe 3. O. durch ein 
Punctquadrupel aubV und den zugehörigen Tangentialpunct 
P gegeben ist, an dem Durchschnitte eines der drei durch 
das Quadrupel gehenden Gcradenpaare z. B. an p = {au', bb') 
die Tangente zu construiren. 

Auflösung. Die gesuchte Tangente ist der zu p’ p in 
Beziehung auf p' («', b') zugeordnete harmcfnische Strahl. — 
Denn sieht man die gegebene Curve in der Art als Hesse'- 
sche Curve an, dass p' («', b’) die conische Polare von p in 
Beziehung auf eine der drei Fundamentalcurven ist, so sind 
dies zugleich die Doppelstrahleu der von p' nach den conju- 
girten Polen gehenden Involution [478]. Da nun p der con- 
jugirte Pol zu p ist, so sind p’ (p, p) conjugirte Strahlen 
der Involution und daher einander harmonisch zugeordnet in 
Beziehung auf p’ {a b') [67, 40]. Aber der Strahl pp' ist die 
Tangente in //. (Folgt auch aus [474].) 

Zusatz. Construirt man auf diese Weise die Tangenten 
an den Durchschnitten von zwei durch diis (juadrupel gehen- 
den Geraden j)aaren, so liefert der Schiiittpunct dieser beiden 
Tangenten zugleich den zu p zugehörigen 'rangeiitialpunct i/. 
(Vgl. [412].) 

488. Aufgabe. ^Ven 2 l eine durch ein Piinct<[uadrupel 
und den zugehörigen Tangentialjiunct gegebene Curve nach 
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[486] durch ilire conjugirtcn l'olepaare coustruirt ist, in einem 
beliebigen l’uncte m derselben die Tangente zu coustruiren. 

Auflösung. Ist m einer der construirten Puncte, so 
hat die Construction [48(>| auch den zu m conjugirten Pol m 
ergeben, im entgegengesetzten Falle findet man m nach [447]. 
Zieht man nun aus m .Strahlen nach irgend zwei Paaren 
conjugirter Pole z. B. nach aa und bh', so ist die gesuchte 
Tangente der zu mm conjugirte Strahl in der durch m {aa hb') 
bestimmten Involution ]450] und kann nach [117] coustruirt 
werden. 


§• 7 - 

48». Z wei conjugirte Polepaare desselben Systemes sind 
nach [442] stets correspondireude Punctepaare. Es gilt aber 
auch das Umgekehrte: Wenn zwei Paare correspondirender 
Puncte aa', bb' (d. h. solche Punctepaare, von denen jedes 
einen gemeinschaftlichen Tangentialpuuct besitzt) zugleich 
correspondireude Punctepaare sind (d. h. so liegen, dass das 
durch sie bestimmte dritte Punctepaar cc ebenfalls sich auf 
der Curve befindet) so sind sie conjugirte Polepaare in dem- 
selben System. (Creinona art. 14G. b.) 

Beweis. Die drei Paare aa',hb',cc bilden die Ecken 
eines vollständigen Vierseits [82]. Wäre nun (Fig. 37) nicht 
h', sondern b“ der zu b conju- F.g. , 17 . 

girte Pol in demsell)cn Systeme, 
wie aa', und ist daun ce' das 
durch aa und bb'' bestimmte 
dritte Punctepaar, so würden 
ee auf der Curve liegen und 
mit aa', hb'' die Ecken eines 
vollständigen Vierseits bilden 
]441]. Von jedem der Paare cc und cc liegt aber ein Punct 
mit fl 6 in gerader Linie, etwa c und c. Man hätte dann 
also vier Puncte a b c e, welche auf der Curve und zugleich 
in einer Geraden liegen, was nicht möglich ist. 

490. Hieraus folgt: Liegen die sechs Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits auf einer Curve 3. ()., so sind die drei 
Paare gegenüberliegender Ecken coujugirte'Polepaare in deni- 
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selben System, und deren drei Tangen tialpuncte liegen nach 
[379] in einer Geraden. — Denn je zwei gegenüberliegende 
Ecken sind correspondireude Puncte [379] und je zwei Paare 
gegenüberliegender Ecken correspondireude Puuetepaare. 
{Cremona art. HG. b.) 

491. Sind aa' conjugirte Pole in einem System mit dem 
Tangentialpunct «, bb' conjugirte Pole in einem zweiten 
Systeme mit dem Tangentialpunct ß, und schneidet mau die 
Curve mit ab, ab', aß resp. in c, c, y, so sind c c conjugirte 
Pole in dom dritten Systeme, und y ihr Tangentialpunct. 

Beweis (Fig. 38). Zunächst folgt aus [23Ü], da sowohl 
abc, als auch u b' c’ in gerader Linie liegen, dass y der 
Tangentialpunct sowohl zu c als auch 
zu c ist. Demnach sind cc corre- 
spondirende Puncte und können also 
auch als conjugirte Pole Lu einem der 
drei Systeme betrachtet werden [485]. 
Gehörten nun cc imd aa' zu dem- 
selben Systeme, so müsste nach [441] 
der Durchschnitt (ac, de'') — e auf 
der Curve und zugleich auf der Ge- 
raden uc liegen, auf welcher sich 
schon der Puuet b befindet, dann aber hätte mau vier Curveu- 
puncte in gerader Linie. Aus demselben Grunde können auch 
cc und bb' nicht demselben- Systeme angehöreu. — Dies gilt 
nur, wenn ad imd bb' selbst verschiedenen Systemen auge- 
höreu, denn sonst würden ab und d b' die Curve in demselben 
Puncte treffen [441], und daher c mit c Zusammenfällen. 
(fiKtse. Ueber Curven S. 0. etc. Crelleä Jourii. Bd. 36. pag. 151. Cre- 
mo7tn art. 146. c.) 


Vig. sa. 



7 


492. Man kann mit Hülfe des vorigen Satzes, welcher 
i'ig. .v>. sich auf conjugirte Polepaare verschie- 

dener Systeme, und des Satzes [445], 
der sich auf coujugii-te Pole desselben 
Systemes bezieht, die 16 Geraden von 
[385] wiederfindeu, welche die Be- 
rühruugspuuete der aus drei in gera- 
'V der Linie liegenden Curvenpuncteu an 

die Curve gelegten Tangenten zu je dreien verbinden. Denn 



Digitiiod by Guoglc 



495.) 


Conjtigirtc Pole. 


263 


bezciclmet mau wie in |385| mit a, b, c, irgeuil drei dieser 
Berühruugspuucte , die iu gerader Liuie liegen, und mit 
«4 *4 C/i ihre demselben Systeme angehörigen conjugii-ten Pole, 
so dass man die drei S)’stemo erschoplt, wenn man dem In- 
dex /i nach und nach die Werthe 2, 3, 4 giebt, so liefert 
zuerst [4451 die Geraden 

ö, *4 C4 *, a/i C/i c, «4 /u 

welche neun Gerade darstellen, wenn A gleich 2, 3, 4 gesetzt 
wird. (Fig. 39.) Bezeichnet man ferner, wenn dem Index /i 
drei verschiedene Werthe gegeben werden, diese mit A, i, A, 
so zieht in Folge von [4'Jl] die Existenz der Geraden a, A, c, 
die folgende 

«4 A, c* 

nach sich, welche sechs Gerade darstcllt, wenn für A, », A 
die allemal von einander verschiedenen Indices 2, 3, 4 in 
allen möglichen Anordnungen gesetzt werden, (//««e 1. c. [491] 
j>ag. 153. CWmona art. 149.) 

493. Sind ab c d vier beliebige Puuete einer Gurve 3. ()., 
a b’c'd', a"b"c"d', a"' b’’' c" d"' die ihnen in den drei Systemen 
conjugirten Pole, sodass aa a" a"',bb'b" b'", cc c"c", dd'd"d"' 
vier Quadrupel bilden, und legt man durch eine der erstereu 
vier Gruppen, z. B. abcd, einen Kegelschnitt, welcher die 
Gurve in e,f schneidet, so liegen diese Puuete auch mit jeder 
der drei anderen Gruppen ab'cd, d'b''c''d", a"'b'"c"'<t' in 
Kegelschnitten. — Aus [4ö4], wenn man diesen Satz auf die 
conjugirten Pole iu allen drei Systemen anweudet. 

494. Die vier Punctgruppen abcd, a'b’c (f, a'‘b"c"d", 
a'"h'"c'"d"' haben den nämlichen gegenüberliegenden Punct. 
— Aus [45Ö1. 

495. Alle Gurven 3. O., welche durch zwei dieser vier 
Punctgruppen hindurch gehen, gehen auch durch den Punct, 
welcher der Tangentialpunct ist zu dem den vier Gruppen 
gemeinschaftlich gegenüberliegenden Puuete. ■ — Aus [457]. 
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Neunter Abschnitt. 

Die Cayley’soho Curve. 

§• 1 . 

496. Die Curve, welche die sänimtlichen polaren Geraden- 
paare in Bezug auf eine Curve 3. 0. u einlilillt, heisst die 
Cayley’sche Curve für die Fundamentalcurve u [Cremona 
art. 133. b.)»). Betrachtet man eine Curve 3. 0. als eine 
Hesse’sche Curve, so dass ihr drei andere Curven 3. ü. als 
Fundamcutalcurven zugehören |483], so gehört zu jeder der 
letzteren eine andere Cayley’sche Curve. 

497. Die drei Geradenpaare, welche die Puncte eines 
Quadrupels bei einer Curve 3. 0. u verbinden, sind Tangenten 
an den drei Cayley 'sehen Curven, welche zu u gehören, wenn 
diese als Hesse’sche Curve aufgefasst wird. — Denn diese 
Geradenpaare sind die conischen Polaren des Tangentialpunctes 
in Beziehung auf die drei Fundamentalcurven [484]. {/feste. 
Ueber Curven 3. O. etc. Crelle's Journ. Bii. 38. pag. 2.">2. Cremona. 
148. a) 

498. Lässt man eine Gerade G alle möglichen Lagen 
in der Ebene anuehmen und bestimmt jedesmal ihre vier 
Pole a b c ä bezüglich einer Curve 3. 0., so beschreiben die 
Diagoualpuncte des vollständigen Vierecks ah c d die Uesse’- 
sche Curve [46.Ö], und die Seiten dieses Vierecks hüllen die 
Cayley 'sehe Curve ein. — Denn die.se Seiten bilden die sämint- 
lichen conischen Polaren, welche aus Geradenpaareii bestehen 
[4G5]. {Cremona art. 133. d.) 


*) Nachdem Ilctse (Ueber Curven dritter Ordnung und Curven 
dritter Clasae. Crelle’s .lourn. Ild. 38. pag. 241) diese Curve zuerst 
aufgestellt und in Verbindung mit der llesse’schcu Curve betrachtet 
hatte, wurde sie spilter von Cayley (A memoir on curves of tho third 
Order. Phil. Traus. vol. 147. pag. 415) noch auslfihrlicher behandelt. 
Cayley selbst hatte diese und eine andere Curve von minderer Wichtig- 
keit mit den Namen „the Pippian“ und „the Quippian“ belegt, aus 
Anlass des Umstandes, dass er sie ursprünglich mit den Buchstaben P 
und Q bezeichnet hatte. 
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499 . Die Ciiyley'sche Curve ist von der dritten Classe, 
d. h. aus jedem Puncte der Ebene gehen drei Tangenten au 
dieselbe [18G]. — Denn durch jeden Punct der Ebene gehen drei 
Geraden, welche zu jiolaren Geradenpaaren gehören [465]. 
Für einen auf der Cayley'scheu Curve liegenden Punct fallen 
zwei von diesen Tangenten zusammen. (Hesse 1. c. [497j pag. 
25Z. Cayleij. A memoir on curves of the third Order. Phil. Trans, 
vol. 147. pag. 417. Cremana art. 13:4. b.) 

500. Die drei Tangenten, welche von einem Puncte h 
der Hesse’schen Curve (Fig. 3.5) an die Cayley'sche Curve 

Jig. .16. 



gelegt werden können, sind : das polare Geradeupaar, das sich 
in A schneidet, und die durch den zu A conjugirten Pol A' 
gehende Gerade. Die beiden ersteren bilden die conische 
Polare von A' und gehen zugleich durch die Puncte a, d, die 
mit A als Do[)pelpol zusammen die vier Pole der Geraden 
h' k' bilden, welche die llesse'sche Curve in A' berührt [473]. 
(Cayley I. c. [199] pag. 417. f'remona art. 133. c.) 

501 . Eine Gerade, welche zwei conjugirte Pole der 
Hesse’schen Curve verbindet, ist eine T.angente der Cayley'- 
schen Curve. — Denn eine solche Gerade gehört einem po- 
laren Geradenpaare an [470]. Und umgekehrt: Eine Tangente 
an der Cayley’schen Curve trifft die Hesse’sche Curve in zwei 
conjugirten Polen und im Allgemeinen ausserdem noch in 
einem dritten Puncte. — Aus [477], da eine Tangente an 
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der Cayley'stlieii Curve eiiieru polaren (leradeupaare angehört. 
(Cayley I. c. [499] pag. 417. 423. Cremuna art. 135. c ) 

50‘*. Unter den drei von einem Punctc h der Ilesse’- 
sclien Curve (Fig. 3f)) an die Cayley’sche (Jurve gehenden 
Tangenten ist diejenige, welche durch den zu h conjugirten 

Fig. 35. 





Pol /»' geht, in Be- 
ziehung auf die 
beiden anderen 
'rangenten h{a, d) 
harinouisch zu- 
geordnet zu der 
Tangente hk' an 
der Ilesse’schen 
('urve in h. — 
.Aus [474| mit 
Rück.sicht auf 
|.tOO]. (CayUyX.C. 
[499] pag. 117.) 

50:{. (Fig. 35.) 
Ist h ein Punct 
der llesse'scheii Curve, und sind «, d die I’uncte, welche mit 
h als Doppelpol zusammen die vier Pole einer Geraden bilden 

[4Cn|, so sind diese zugleich 
diejenigen Puncte, in welchen 
die 'rangenten h {(>, d) [500] 
die {.’ayley’sche Curve berüh- 
ren. Die Gerade tid aber ist 
selbst auch eine Tangente 
der Cayley sehen Curve. 

Beweis. Wenn abcd 
(Fig. 36) die vier Pole einer 
Geraden C (bezüglich der 
Fundamental-Curve) sind, so 
sind ab, ac, ad die drei aus 
a an die Caylcy’schc Curve 
A gehenden Tangenten [498J. 
Fallen nun b und c in einen Doppelpol h zusammen, so liegt 
h auf der Hesse’schen Curve [467], gleichzeitig fallen dann 
auch die 'rangenten ab, ac in eine ah zusammen, und daher 


Fig. -M\. 
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Hegt dann a auf der Cayley'schen Curve und ist der Berüliruiigs- 
punct der Tangente a h [187J. Ebenso wird d der Borührungs- 
j)unct der Tangente d h, die Gerade a d aljer l)leibt Tangente 
an der Cuyley'sclie Gurve. {Cremona art. U5.) 

Bemerkung. Ist /»' (Fig. 35) der conjiigirte Pol zu h, 
und «I , rf, die zu li' als Doppelpol gehörigen einfachen Pole, 
so sind auch , d, die Berührungspuucte der von h' an die 
Cayley’sche Curve gehenden Tangenten A'("i» ^t)- Diese beiden 
Puncte aber liegen nach [472] auf der die Punete a, d ver- 
bindenden Geraden, welche nach [46P] mit hh' zusammen die 
coiiische Polare des Tangentialpunctes k' von h, h' bildet. 

504. Man kann daher auch sagen: Sind h, h' (Fig. 35) 
zwei coujugirte Pole der llesse’schen Curve, sodass [501] hh' 
eine Tangente an der Cayley'schen Curve ist, und zieht man 
aus h und h’ die beiden übrigen an die Cayley’sche Curve 
gehenden Tangentenpaare h{a, d) und h'((i,, </,), (welches zu- 
gleich die conischen Polaren von h' und h sind [469 und 472J), 
so sind die Berührungspuucte a d a^ rf, der vier letzteren Tan- 
genten die Durchschnitte derselben mit derjenigen Geraden, 
welche mit h h' zusammen eine conische Polare bildet. Diese 
letztere Gerade a d Of d, k berührt die Cayley’sche Curve und 
schneidet sie ausserdem in den vier Puncten a d rf,. 

505. Zwei Tangenten der Cayley’schen Curve, welche 
die Eigenschaft haben, dass die Verbindungslinie ihrer Be- 
rührungspuncto wieder eine Tangente an 'derselben Curve ist, 
heissen correspondirende Tangenten. Dann sind die- 
jenigen zwei aus einem Puncte der Hesso’schen Curve an die 
Cayley’sche Curve gehenden Tangenten, welche zusammen 
eine conische Polare bilden, stets correspondirende Tangenten 
[503]. {Cremona. art. I.S5 a.) 

.500. L'asst man eine Gerade G sich so bewegen, dass 
sie fortwährend die Hesse’sche Curve berührt, so dass von 
ihren vier Polen stets zwei in einen Doppelpol zusammen- 
fallen, so beschreibt der Doppelpol h die Hesse'sche (,’urve 
[468], die beiden einfachen Pole a, d aber die Cayley’sche 
Curve, und die Verbindungslinien ha, ad, dh hüllen die Cay- 
ley’sche Curve ein. — [.503.] (Cremona. .art. 135.) 

507. Zieht mau aus einem Puncte h der llesse’scheu 
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Curve au die Cayley’scbe eine Taiifrente A« (oderZ/rf), welche 
nicht durch den zu h conjugirten Pol //' geht (Fig. i55) [.50O], 
so ist ihr Berühruogspunct a (oder d) der Durchschnitt dieser 
Tangente mit derjenigen (Jeraden , welche mit h h’ zusammen 
eine eonisclie Polare bildet [504] (nämlich die conische Polare 
des Tangeutialpunctes A' von h, ti [401)] ). (('remona. art. 135 c.) 

508. Zieht man aus einem Puncte h der llesse’schen 
Curve (Fig. 35) an die Cayley'sche Curve diejenige Tangente, 
welche durch den zu h conjugirten Pol h' hindurchgeht [500] 
und die Cayley’sche Curve in I berühren möge; ist ferner k 
der dritte Schnittpunct dieser Geraden mit der llesse’schen 
Curve, k' der coujugirte Pol zu k, und « der Punct, in wel- 
chem die Gerade kk' die Ilesse'sche Curve schneidet, so trifft 
diejenige Gerade, welche mit k k' zusammen eine conische 
Polare bildet und daher [43ß, 477] durch i geht, die Tangente hh’ 
in dem Herühruugspuncte I. — Denn betrachtet mau die 
Tangente h/i'k als von A ausgehend, so geht sie nicht durch 
den zu k conjugirten Pol A', und folglich liegt nach [507] ihr 
BerUhrungspunct l auf derjenigen Geraden, welche mit k k' 
«usammen eine conische Polare bildet; also auf / i. 

501). (Fig. 35.) Eine Tangente k u d au der Cayley 'sehen 
Curve schneidet diese Curv'e ausserdem in vier Puncten 
(id,a^d^ und zwar: ist k ein Durchschnitt dieser Tangente 
mit der llesse’schen Curve und k h h' diejenige Tangente aus 
k an die Cayley’sche Curve, welche mit k a d zusammen eine 
conische Polare bildet und daher [477] dimch zwei conjugirte 
Pole h h’ geht, so sind ad, n.,d^ die Durchschnitte der ersteren 
'Paugente mit den conischcii Polaren von h' und h. Ausserdem 
sind auch h(ad') und h\a^d ^ ) Tangeuteu an der Cayley 'sehen Curve, 
und ad,a,df deren Berührungsjmncte. — Aus [504], denn 
jede Tangente der ( 'ayley’schen Curve ist eijie Gerade eines 
polaren Geradonpaares [4lHi|, die dazu gehörige andere Gerade 
aber geht, vVic auch die erstere, durch zwei conjugirte Pole 
der Hesse’schen Curve [477]. 

510. Trifft eine Tangente au der Cayley 'scheu Curve die 
Ilesse’sche Curve in den Puncten h , h' , k , von welchen // //' 
coujugirte Pole seien [501], so ist ihr Berührungspunct / har- 
monisch zugeorduet zu k in Beziehung auf h h'. (Fig. 35.) 
{Cayley I. c. [499] p:ig. 417. 425. Cremona art. 135 c.) 
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Beweis. Hei // der eonjugirtc Bol zu /r, und i der dritte 
Sclinittpuuct iler llesse’schen Curve mit der Geraden k//, so 
trifft die nacli 477] durcli i gehende Gei'ade, welclie mit kk' 
zusammen ein j)olares Geradenpaar bildet, die Tangente 
/(///. in dem Berührungspuucte l [.508|. Nun bilden aber die 
einer couischeu Polare angehorigeu Geraden i t und i k die 
Doppelstrahlen der Involution, deren conjngirte Htrahlen von 
i nach den conjugirten Polen der llesse’schen Curve gehen 
[478], mithin sind die Strahlen i{h,li) einander harmonisch 
zugeorduet in Bezug auf i(t, X), und daher h W t k vier har- 
monische Puncte. 


Pig. 35. 

• 5 



511 . (Fig. .35.) Die gemischte gerade Polare (bezüglich 
der Fundaniental-Curve) [275] zweier Puncte der Hesse’schen 
Curve, von denen der eine, X’, der Tangentialpunct des an- 
deren, //, ist, ist eine Tangente der Cayley sehen Curve und 
verbindet den Berilhrungspunct h mit dessen conjugirten Pole 
h\ Und umgekehrt: Eine Tangente der Cayley’schen Curve 
ist die gemischte gerade Polare zweier Puncte der Hesse’schen 
Curve, von denen der eine der Tangentialpunct des anderen 
ist; und zwar: sind //, // die conjugirten Pole, in welchen die 
Tangente an der Cayley sehen Curve die Ilesse’sche Curve 
trifft, und X' deren Tangentialpunct, so ist h K die gemischte 
gerade Polare von U und X' (und auch von // und X'). 
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Beweis, üie gemischte gerade Polare zweier Puncte h 
und k' ist gleichzeitig die Polare von h in Beziehung auf die 
conische Polare von k', und die Polare von k' in Beziehung 
auf die conische Polare von h [275]. Aber die letztere ist 
das Geradeupaar A'(o, rf,) und die Polare von k' in Beziehung 
auf dieses ist h h’, da h h' harmonisch zugeordnet ist zn h'k' 
in Beziehung auf A'(a, rf,) [474] oder [502]. Da jede Tangente 
der Cayley 'sehen Curve die Hesse'sche Curve in zwei conju- 
girten Polen trifft [501], so gilt auch das Umgekehrte. 

513. Demnach folgt: Die Cayley 'sehe Curve ist die Ein- 
hüllende der gemischten geraden Polaren je zweier Puncte 
der Hesse'schen ('urve, von denen der eine der Tangential- 
J)Unct des andern ist. {('remon^ art. 138 b.) 


§. 2 . 

513. Die Cayley’sche Curve, welche von der dritten 
Classe ist [409], ist zugleich von der sechsten Ordnung, und 
besitzt daher weder Dojipeltangenten noch Wendepuncte, da- 
gegen neun Itückkehrpuncte. [187 Note.] 

Beweis. Da die Cayley 'sehe Curve von der dritten Classe 
i.st, so kann sie h'öchstens von der Ordnung 3.2 = 6 sein. 
Nun trifft aber eine Tangente an der Cayley'schcu Curve 
diese ausserdem noch in vier Puncten [5(.t9], .so<lass sie sechs 
Puncte mit der Curve gemein hat. Demnach ist diese auch 
nicht von einer niedrigeren Ordnung. (Cremona art. 1.3.5 b.) 

514. Die Hesse’sche und die Cayley 'sehe Curve schneiden 
einander gar nicht, sondern berühren einander nur, und zwar 
in denjenigen neun J’uncten, welche die conjugirten Pole der 
neun Wendepuncte der Hesse’schen Curve (und der Funda- 
mental-Curve) sind. Ihre gemeinschaftlichen Tangenten in 
diesen neun Puncten sind die Wendetangenten der Funda- 
mental-Curve. 

Beweis. (Fig. 35.) Ist h ein Wendo]>unct der Hesse'- 
schen Curve (also auch der Fundamental-Curve) und //' dessen 
eonjugirter Pol, so berührt die Gei-ade h //' die Hesse’sche 
fhirve in h' und ist Weudetangeute au der Fundamentalcurve 
in h. Es füllt nämlich der dritte Schnittpunct k der Geraden 
h h' mit der Hesse'schen Curve mit W zusammen ]463]. Nun 
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ist h h' auch Tangente an der (.layley'sche Curve, und deren 
Berührungspunct t harmonisch zugeordnet zu k in Beziehung 
auf h h' [510], Fällt also k nach h’, so fällt auch t in diesen 
Punct, und daher berührt die Gerade h ft in dem Puncte fi' 
nicht bloss die Hesse’sche Curve, sondern auch die Cayley'sche 
Curve. Diese beiden Curven haben demnach in den neun zu den 
Wendepuncten conjugirten Polen achtzehn Puncte miteinander 
gemein. Da sie resp. von der dritten und sechsten Ordnung 
sind, so können sie ausserdem keinen Punct gemeinschaftlich 
haben. (Cremmw art. l U li.) 

Kig. M. 


« 



515. Die Cayley’sche Curve schneidet die Fuudamental- 
curve in den achtzehn Puncten, welche die Berührungs- 
puncte der Tangenten sind, die die Fuudamentalcurve ausser 
ihren Wendetangenten mit der Hesse’schen Curve gemeinschaft- 
lich hat [4(34]. 

Beweis. Ist o der Berührungspunct einer dieser gemein- 
schaftlichen Tangenten auf der Fundamentalcurve (also kein 
Wendepunct) so ist er einer der vier Pole dieser Geraden 
[2G9j. Da diese anch zugleich die Hesse’sche (!urve berührt, 
etwa in h', so fallen zwei Pole derselben in den zu h’ con- 
jugirten Pol h zusammen [468|, und zwei liegen auf der Cay- 
ley 'sehen Curve [f)06]; da nun der Punct a nicht mit h zu- 
sammenfällt, weil er nicht auf der Hesse’schen (.'urve liegt, 
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SO muss er auf der Cayley ‘scheu Gurve liegen. Die achtzehn 
auf der Fundaiuentalcurve liegeudeu Herühruugspuncte beßudeu 
sieh also auch auf der Cayley'scheu Gurve. Mehr als achtzehn 
l‘uucte aber können diese beiden Gurven nicht gemeinschaft- 
lich haben. {Cremuna art. 141 u.) 

51(>. Uie harmonischen l’olaren der neun Wendepuncte 
der Fundamental- und der Hesse’schen Gurve sind die llQck- 
kohrtangenten in den neun Spitzen der Gayley’schen Gurve (filS]. 


Kig. sr.. 


S 



Beweis. Wenn h (Fig. 30) ein Wendepunct wird, so 
treten «ach [4(13J und [475 1 folgende Specialisirungen ein: 
h h’ wird Wendetangente au der Fundamentalcurve und be- 
rührt die Hesse’sche Gurve in //, sodass /.• nach W fTdlt. Von 
den beiden Geraden h'{a^, ^l^') welche die conische l’olare von 
h bilden, fallt die eine, etwa h'd^, mit der Wendetangente 
zusammen, und die andere /(’«, oder jetzt / wird die har- 
monische Polare des Weudepunctes h. Nun waren aber die 
beiden jetzt zusammenfallenden Geraden fl,// und o, Ar Tan- 
genten an der Gayley’schen Gurve, und zwar bildete a^ den 
Beruhrungspunct von n, h' soda.ss in diese Gerade schon zwei 
Tangenten zusammenhelcn [5031, dritte von 

rti au die Gayley’sche Gurve gehende Tangente [503]. Da 
diese dritte jetzt auch mit den beiden erstcren zusamiuenfüllt. 
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so bilden die.se drei in die harmonische Polare von h zusam- 
nienfallenden (ieradeu eine Riickkelirtanoentu der ( 'ayley'.schen 
Curve, und ll^ wird der Hilckkehrpunct. |187. Note.] (//e*.«« I. e. 
|4‘J7] |iag. 200. Cremonn art. 141. c.) 


Zehnter Abschnitt. 

Dor begleitende Kegelschnitt. 

517. Zieht man aus einem Puncte a die .sechs Tangenten 
an eine Purve 3. O., deren Berülirungspuncte also [27<)| .auf 
der conischen Polare von n liegen, .so befinden sich die Tangen- 
tialpuncte dieser sechs Berilhrungspuncte nach [248J auf einem 
neuen Kegelschnitte, welcher der den Punct « und die conische 
Polare de.sselben begleitende Kegelschnitt genannt wer- 
den soll. (Cremonn art. 108. „toniea satellite.“ t'urlze übersetzt „bei- 
geordiicter Kegelschnitt“.) 

518. Die conische Polare eines Punctes « und der sie 
begleitende Kegelschnitt berühren einander in den beiden 
Puiicten, in welchen beide von der geraden Polare von a 
getroffen werden. {Salnum pag. CS. Oemuna art. 108.) 

Beweis. Sei x ein beliebiger Punct, und z einer der 
Durchschnitte der Geraden a x mit der Gurve 3. 0. « = 0. 
Dann kann man setzen [19] 

~i = o. + (' = 1> 3) 

und erhält |149J die Werthe von A, welche den drei Durch- 
schnittsjuincten der Geraden fix mit der Curve zngehöreii, 
aus der Gleichung 

<)=»„ + X^.r{u„) -}- f (»„) -f 

die man auch schreiben kann [.5] 

0 = -t- -P -f- 4’«,, 

oder, wenn m.an zur Abkürzung 

(««) = ztf" 

setzt, 

(1) 0 = -p VJ" -p Pu,. 

Dvb&uk, CurTAu «iiittcr Ürtluuiig. 
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Darin bedeutet z/' = 0 die gerade Polare, und /l" = 0 die 
conische Polare des Punctes a bei veränderlichen x,- [267]. 
Soll nun der Punct x so liegen, dass die Gerade ax die Curve 
berührt, so muss die Gleichung (1) zwei gleiche Wurzeln l 
haben, die Bedingung dafür aber ist (9] 

+ (4^-‘ — + 27 w,»O«.r=0. 

Diese Gleichung stellt bei veriiuderlichen Xi den geometrischen 
Ort aller der Punctc x dar, für welche die Gerade ux Tangente 
an der Curve ist; sie ist also die Gleichung der .sechs von « 
an die Curve gehenden Tangenten, ln der That ist diese 
Gleichung vom sechsten Grade, da z/', z/", resj). vom 1., 
2. , 3. Grade sind , während m„ eine Constante ist. Setzt man 
= 0, so erhält man die Punct«!, welche die sechs Tangenten 
mit der Curve gemein haben. Für = 0 aber wird 
^”1 = 0 und Au„d" — = 0. 

Die erste Gleichung sagt aus, dass ein Theil die.ser der Curve 
und den sechs Tangenten gemeinsamen l’uncte auf zwei mit 
z/", d. h. mit der conischen Polare von a, zusammenfallenden 
Kegelschnitten liegen, da.ss die Tangenten also die Curve in 
den Durchschnitten mit der conischen Polare berühren, wie 
bekannt [270]. Die zweite Gleichung aber sagt ans, dass die 
übrigen der Curve und den sechs Tangenten gemeinsamen 
Puncte (d. i. die Tangentialpuncte der sechs Berühmngspuiicte) 
auf dem Kegelschnitte 

A'= 4(/„z/" — z/'2 = 0 

liegen. Dies ist die Gleichung des begleitenden Kegelschnittes. 
Die Form derselben zeigt, dass der begleitende Kegel.schnitt 
die conische Polare J" — 0 in den Puncten berührt, in wel- 
chen beide von der geraden Pohire z/' = 0 getroffen werden, 
denn setzt mau z/" = 0, so folgt z/"-* = 0, d. h. dii- Puncte, 
welche zT' = O und A' = 0 gemeinsam haben, liegen auf zwei 
mit zT = 0 zusammenfallenden Geraden. {Salmon iiaif. ü8.) 

519 . Hieraus und aus [274] folgt unmittelbar: Die geraile 
Polare eines Punctes bezüglich einer Curve 3. O. ist gemein- 
schaftlich die Polare desselben Punctes sowohl in Bezug auf 
dessen conische Polare, als auch in Bezug auf ihren beglei- 
tenden Kegelschnitt, und trilft diese beiden Kegelschnitte in 
denselben Puncten. 
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SW. Bestellt, die coiiische Polare eine.s Piiiietes n aus zwei 
Geraden C, C, (sodass « auf der llesse’sehen Curve liegt [2G8]), 
so besteht auch der begleitende Kegelschnitt aus zwei Geraden, 
nämlich aus den Begleiterinnen der Geraden C und C (230). 
— Denn der begleitende Kegelschnitt geht durch die Tangen- 
tialpuucte der l’uncte, in welchen C und C die Curve schnei- 
den ; dfese 'rangentialpuncte aber liegen zu je drei auf zwei 
Geraden, die eben die Begleiterinnen von C und C sind [230]. 
{CrtmotM art. 13S a.) 

. 521 . Bilden zwei Gerade C, (' die conische Polare eines 
Punctes u der Hesse'schen Curve, so schneiden sich ihre Be- 
gleiterinnen l! , // ebenso wie C, (' [4.38] in dem zu a con- 
jugirten Pole n der Hesse’schen Curve. — Denn die Polare 
von II in Bezug auf die beiden Kegelschnitte {C , (f) und 
{/i, I/) ist eine und dieselbe Gerade |51!)) und trifft beide 
in denselben Puncten. Für {C, C) fallen diese Durch- 
schnittspuncte in a zusammen, also auch für (//, /?'). ((’rcmona 
art. 138 a.) 

522 . Da der Durchschnittspunct einer Geraden und ihrer 
Begleiteriuu der begleitende Punct der ersteren Geraden ist 
[230], so folgt; Zwei Gerade, welche die conische Polare eines 
Punctes it der Hesse’schen Curve bilden , haben beide den zu 
« conjugirten Pol «' der Hesse’schen Curve zum begleitenden 
Punct. {Cremuna art. 138 a.) 

523 . Da eine einem polaren Geradenjiaare angehörige 
Gerade eine 'Pangente an der Cayley 'sehen Curve ist [496], so 
folgt ferner; Der eine 'fangente der Cayley'schen Curve be- 
gleitende Punct liegt auf der Hesse’schen Curve, oder anders 
ausgedrUckt: Schneidet eine Tangente der C'ayley 'sehen Curve 
die Fundameutalcurve in a b c, und sind a ß y deren 'l’angen- 
tialpuucte, so liegt der Durchschnitt der Geraden a b c und 
a ß y auf der Hesse’schen Curve. 

524 . Demnach: Umhüllt eine Gerade die Cayley 'sehe 

Curve, so beschreibt der die Ger.adc begleitende Punct die 
Hesse’sche Curve, oder: die Hesse’sche Curve ist der geome- 
trische Ort für die begleitenden Puncte der 'rangenten 
der Cayley'schen Curve. <=■ Dyoj l>ag. 43U. Cremona art 

i:i8 a.) 

18 * 
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52ö. (Fig. 35.) Ist h uin Punct der Hesse’sclien (.'urve, 
//' der ihm coiijugirte Pol und h' k' die Tangente der Hesse'- 
schen Ciirve i.u h', so sind die Cieraden h' h und h' k’ einander 
harmonisch zugeordnet, sowohl in Bezug auf die conische 
Polare von h , als auch in Bezug auf den l>egleitenden Kegel- 
schnitt derselben. — Denn die Tangente h'k' ist die gerade 
Polare von h in Beziehung auf die Fundamentalcurve, [4.59] 
und daher |519) die Polare von h sowohl in Bezug auf die 
conische Polare von h , als auch in Bezug auf den begleiten- 
den Kegelschnitt. 


Elfter Alcschnitt. 

Dio Poloconik einer Geraden in Verbindung mit der 
Hesse'schen Curve. Kegelschnitte, welche eine Curve 3. O. 
in drei Puncten berühren. 


§• 1 . 

520. Die Poloconik einer Tangente der Cayley’schen Curve 
besteht aus zwei Geraden; und umgekehrt: eine Gerade, deren 
Poloconik aus zwei Geraden besteht, ist eine Tiuigente der 
Cayley 'sehen (^urve. — Denn da nach [490] eine Tangente 
der Cayley’schen Curve stets einem jiolaren Geraden}»aare au- 
gehört, und umgekehrt jede solche Gerade die Cayley’sche 
Curve berührt, so kommen [327] [328] zur Anwendung. 
{Cayley 1. c. [499] puf?. 432.) 

527. Hieraus folgt; Die Cayley’sche ('urve ist die Ein- 

hüllende der Geraden, deren Poloconikeu aus Geradenpaaren 
bestehn. 1. c. [4U‘.lJ pag. 4.S2. Cremonn art. 13G. b.) 

528. Die Poloconik der Geraden h h', welche zwei con- 
jugirte Pole der Hesse’schen Curve verbindet, besteht aus den 
Tangenten k'Ui, //) in // und //' an der Hesse'schen Curve. 
(Fig. 35.) 

Beweis. Die Gerade h/i' gehört zu einem polaren Ge- 
radenp.aare , dessen Doppelpunct rler dritte Durchschnitt >(■ der 
Geraden li //' mit der Hesse’schen Curve i.st [409], folglich ist 
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die I'olücuuik von h !i ein Oenuleii[)iiar, da.s sich in dem 
l’ülc jenes (lolureji (.ieradenjaiares , d. li. in dem zu X conju- 
"irten l’ole X' sclineidet [;J28|. Nun hat aber die Gerade kh' 
mit der cuuischeu I’olarc von X zwei l’unctc gemein in h", 
also geht nach die Foloconik von h h' durch h hindurch; 

ebenso geht sie auch durch h', und folglich ist sie das Ge- 
radeiipaar X'(X, h"). Der I’unct X' aber ist nach [449] der 
Tangentialpunct zu h und X'. (.Cremunn art. UH. b.) 

KIg. 35. 

S 



529. Daraus folgt auch umgekehrt: Eine Tangente der 
Hesse’schen Curve bildet einen Theil der Poloconik derjenigen 
Genulen, welche den Berührungspunct X mit dessen conju- 
girten Pole X' verbindet, und der andere Theil dieser Polo- 
conik ist daun die Tangente in X'. 

530. Fenier folgt aus [528] und als Ergänzung zu [320] : 
Bilden die Geraden X (XX', It) ein polares Geradenpaar, wel- 
ches die Hesse’sche Curve in den conjugirten Polepaaren 
XX' und //' [477], und ausserdem so wie sich selbst in k 
schneidet, so bilden die Poloconiken von XX' und t( die vier 
aus dem zu k conjugirten Pole k' au die Hes.se’sclie Curve 
gehenden 'Tangenten, nämlich resp. k'{h,li’) und k'{l,r). 
{('remonii art. l.?7. b.) 

531. Demnach: Die Hesse'sche Curve, welche nach [330] 
der geometrische Ort der Doppelpuucte der aus Geraden- 
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paareu besteheiiileii I’oloconiken ist, ist ziifrleich die Biiiliiil- 
lemle dieser Geradenpaare. (f'remvnu art 136. 1».) 


2 . 

ö32. Die Poloconik einer beliebigen Geraden G schneidet 
die llcsse’sche Curve nicht, sondern berührt sie stets in drei 
l’uneten a, b’, c, welche die conjugirten Pole sind zu den 
drei Puiiclen «, b, c, in denen die llesse’sche (Jurve von der 
Geraden G getroffen wird. {Crrmonn art. 137.) 

Beweis. Nach |315| gehört zu jedem Puncle a der Ge- 
raden G ein Punct der Poloconik als Pol von G in Bezug auf 
die conische Polare von n. Liegt nun aber a auf der Hesse'- 
schen t'urve, so ist seine conische Polare ein Geradenjiaar, 
das sich in dem zu a coujugirtcu Pole a schneidet, und daher 
ist in Beziehung auf dieses Geradenpaar n der P(d der Ge- 
raden G (wie auch jeder anderen Geraden). Demnach ist tt 
der zu a gehörige I’unct der Poloconik. Dann alier berührt 
nach 131t>| die gerade Polare von a die Poloconik in n. Da 
nun dieselbe gerade Polare nach (döilj auch die Hesse’sche 
Curve in n berührt, so haben tlie llesse'sche Curve und die 
Poloconik von G in a eine genieinsclmftliche 'l’aiigente, be- 
rühren einander also in Dasselbe gilt von /»' und c , und da 
diese beiden (^tirveii auf diese Art sechs Puncte gemeinschaft- 
lich haben, so schneiden sie sich aus,serdem nicht mehr. 

Bemerkung. In dem speciellen Kalle, ilass die Polo- 
conik aus zwei Geraden besteht, dass also die (ierade G zwei 
conjugirte J’ole /(,/»' der llessu'scheu Curve verbindet |327, 
177], bleibt dieser Hatz nach [52H| gültig, nur tritt an die 
Htelle des einen Berührungspunctes der Tangentialpunct von 
h , //', in welchem die Poloconik dann auch zwei zusammen- 
fallende Puncte mit der Hesse sehen Curve gemein hat. 

.)33. Kallen von den drei Puncten «, b , c zwei z. B. a 
und b zusammen, .so folgt: Berührt eine Gerade /7 die lle.sse- 
sche Curve in n und schneidet sie in r, so hat die Poloconik 
von G in dem zu a conjugirten Pole n eine vicrpunctige, und 
in dem zu c conjugirten Pole c eine zweipunctige Berührung 
mit der Hesse’scheu Curve. (Craauna art. 137.) 

534. Fallen in [532] alle drei Puncte a, b, c zusammen, 
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so folgt: Ist G eine Wciuletangente der Hcsse’scheu Curve, 
so hat die l’olocoiiik von G in dem zu dem Wendepuncte w 
coiijugirteu Pole w/ der Hesse 'scheu (Jurve mit dieser eine 
sechspuuctige Berührung. (Cremona. art. 137.) 

Bemerkung. Dies kommt mit [350J überein. Denn 
if' ist zugleich der BorUhrungspunct einer aus iv an die 
llesse’sche Curve gehenden Tangente [463 1. 

535 . Die sechs Puncte, in welchen die Poloconiken 
zweier Geraden G und G' die Hesse 'sehe Curve berühren [532], 
liegen auf einem Kegelschnitte, nämlich auf der gemischten 
Polüconik von G und -6''. 

Beweis. Ist a ein Durchschnitt von 'mit der Hesse'- 
schen Curve, so ist der zu a conjugirte Pul ii' ein Berühruugs- 
punct der Poloconik von G mit der J les.se 'sehen Curve [.532j 
und zugleich der Durchschnitt des Geradenpaares, das die 
couische Polare von a bildet. Bezüglich dieses Geradenpaares 
aber ist u nicht bloss der Pol von G [5321, sondern auch 
von G\ und daher nach [333] ein Punct der gemischten Polo- 
conik von G und G'. (Cremom. iut. 137. a.) 

Bemerkung. Dass die sechs BerUhrungspuncte als die 
coiijugirtcn Pole der sechs Durchschnittepuncte zweier Gera- 
den G und G' auf einem Kegelschnitte liegen, folgt schon 
aus [456], da G und G' zusamnieu einen Kegelschnitt bilden. 

536 . Sind na und //// zwei Paare conjugirter Pole der 
Hesse'schen Curve, « und fi ihre resp. Taiigentialpuncte, so 
liegen diese sechs Puncte allemal auf einem Kegelschnitt, 
nämlich auf der gemischten Poloconik von aa' und bb'. — 
Demi die Geradenpaare a (a, a') und ß {b, b') sind nach [528] 
die l’oloconiken von aa' und bb' . Diese berühren die Hesse’- 
sche Curve in a, a und b, //, au die Stelle der beiden dritten 
Berührungsjiunctc aber treten nach [532 1 die Taiigentialpuncte 
n und ß. Mithin ist die Behauptung ein spccieller Fall von 
[535|. {Creiiioiiu. att. 137. a.) 

537 . Fallen im Vorigen « und ß zusammen, so folgt.: 
Bilden zwei Paare conjugirter Pole aa', bb' ein Punetquadru- 
j.el, d. h. haben sie einen gemeinschaftlichen Taugential- 
puiict «, so berührt der durch, ua'/i ft'« gehende Kegelschnitt 
die Hesse’sche Curve in «; dieser Kegelschnitt ist die ge- 
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iiiiachle Polocoiiik der Oeraden na' und hh’, /.ugleitdi aber 
auidi die eoniscdie Polare von « in Beziehung auf die Hesse’- 
selie Curve [26fl, 270J. (trewo/m. art. 137. b.)' 

538. Üalier folgt in Verbindung mit [481]: Die ge- 

ini.'iclite Poloconik solcher zwei Geraden, die bezliglich der 
Pundamentalcurve die conische Polare eines I’unctes « der 
llesse'scheii Curve bilden, ist zugleich die conische Polare 
von « bezüglich der Hesse'scheu Curve. {Cremona. art. 137. b.) 

5311. Legt man durch die drei Puucte n, b', c, in denen 
die Hesse’sche Curve von der Poloconik einer Geraden fr' be- 
rührt wird , einen beliebigen Kegelschnitt A", so haben die 
Puncte n, /i', y, in denen dieser Kegelschnitt die Hesse'sche 
Curve trirtt, die Eigenschaft, da.ss diese Curve in ihnen von 
der Poloconik einer anderen Geraden f/ berührt wird, und 
dann ist Af nach |5351 die gemischte Poloconik von 6 und 6"', 

(Crcfnontt art. 137. a.) 

Beweis. Der Annahme nach liegen a b' c a ß' y' auf dem 
Kegelschnitt A'. Bezeichnet inan ihre conjugirten Pole mit 
(I b c K ß y, so liegen diese sechs Puncte nach [456J ebenfalls 
auf einem Kegelschnitte. Allein n b c liegen nach [532] auf 
der Geraden 0, mithin müssen k ß y auch auf einer Geraden 
G' liegen, und folglich berührt die Poloconik von G' die Hesse'- 
sche CuiTe in a ß' y [532]. 


§. 3. 

540. Sind n, b^ f, drei in gerader Linie liegende Puncte 
einer Curve 3. ü., und nimmt man, indem man die Curve 
als die Hesse’sche zu einer der drei zugehörigen Fundamental- 
curven betrachtet, die in dem entsprechenden Systeme zu 
«I <i| c, conjugirten Pole a.^b^c.^ [485|, so folgt aus [532|, 
dass die Curve 3. O. in diesen drei Puueten n., fr, f., von 
einem Kegelschnitte berührt wird, welcher die Poloconik der 
Geraden rr, fr, c, in Beziehung auf die gewählte Fundaiuental- 
curve ist. 

Bezeichnet man daher mit a^b.^c.^, n.fb^c.^, a^b^c^ die 
Puncte, welche in den drei verschiedenen Systemen zuzr, fr, e, 
als conjugirte Pole gehören, sodass fr,fr,frjfr„ CjCjCjC, 

drei Punctciuadrupel bilden [485], deren drei Taugentialpunete 
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« (3 y in gerader Linie liegen (weil «, <•, sieh anl' einer 

Geraden befinden [230]), so wird die Gurve 3. 0. sowold in 
als auch in «■, 63 Cj und in «, i!<, c, von je einem 
Kegelschnitte berührt. Demnach gehören jeden drei in ge- 
rader Linie liegenden Curvenpuncten «, 6 , drei solche Kegel- 
schnitte zu, und diese sind die Poloconiken der Geraden 
«, h^ in Beziehung auf die drei Fundamentalcurvou , für 
welche die gegebene C'urve die Messe sehe ist. (//««. lieber 
Ciirven 3 . O. Crelle's Journ. Ud. 36. pa(r. 16.5.) 

541 . Wenn ein Kegelschnitt eine Curve 3. ü. in drei 
l’uMcten a, b,c berührt, und man nimmt zu diesen die con- 
jugirten Pole in jedem der drei Systeme, so bilden dieselben 
in zweien dieser Systeme wieder die llerührungspuncte je 
eines Kegelschnittes, in dem dritten Systeme aber liegen sie 
in gerader Linie. 

Beiveis. Wenn sechs l'urveupuncte in einem Kegel- 
schnitte liegen, so liegen ihre coujugirten Pole, gleichviel in 
welchem Systeme diese genommen werden , in einem neuen 
Kegelschnitte [485, 456). Da nun hier von den sechs Punc- 
ten je zwei zusammenfallen, so fallen auch von ihren conju- 
girteu Polen je zwei zusammen, der neue Kegelschnitt berührt 
daher die Curve in den coujugirten Polen der Berührungs- 
puncte des ersten Kegelschnittes. Von den drei Kegel- 
schnitten, die man so erhält, degenerirt aber stets einer und 
nur einer in zwei zusammeufallendc Gerade. Denn da a, h, c 
die Berührungspuncte eines Kegelschnittes sind, so liegen ihre 
Tangentialpuncte «, ß, y nach [228] in einer Geraden. Dann 
aber tretfen die Seiten bc, ca, ab des Dreiecks abc nach 
[390| die Curve in drei in gerader Linie liegenden Puncten 
u, b', c, und da nun u b c und a' b' c' die sechs Ecken eines 
vollständigen Vierseits sind, so sind nach [49<>| a' b' c conju- 
girte Pole zu abc in demselben Systeme, Demnach liegen 
in der That die zu a b c conjugirten Pole d b' c in einem 
der drei Systeme in einer Geraden. Da nun aber die ge- 
gebenen Puncte und ihre conjugirten I’ole in den beiden an- 
deren Systemen zugleich die conjugirten Pole der drei Systeme 
zu d b' c' sind, und diese in einer Geraden liegen, so kann 
dies nach [445| in keinem der anderen Systeme der Fall sein. 
Wendet man die Bezeichnimg von [385, 492] an, sodass z. B. 
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rt, Uß, und «, //* eoiijugirte i’ole in deinsellten Systeme sind, 
und bezeichnet die gegebenen I’uncte 13. mit n^ hi cj,, so 
sind ihre conjugirteii Pole in' den drei Systemen folgende: 
«/( hj, Ci, (lihf Ch, (t/t bß, C|, und von diesen liegen nur die drei 
ersten Puncte in gerader Linie [385|. (//«»*<• 1. c. [5lo] pag. ICR. 

f'remotia art. 150.) 

Ö42. Dieselbe Betrachtung ergiebt nun auch als Er- 
gänzung zu [22t)| und [383]: Sind n, ß, y drei in gerader 

Linie liegende (Jurvenpuncte, und (/,, bi die Berührungsjmncte 
von irgend zwei re.sp. aus « und ß an die (’urve gelegten 
Tangenten, so liegt von den vier Berührungspuncteii der von 
y airsgehenden Tangenten einer, e,, mit n, bi in gerader Linie, 
die drei anileren, <■<, f*, c, dagegen liilden mit n, und />, diu 
Berührungspuncte je eines Kegelschnittes; und diese drei 
Puncte <■/.• Cß, c, sind die conjugirlen Pole zu jenem c, in «len 
drei ver.schiedenen Systemen. 

Ö43. Da nun nach [5-1 1| ilie zu tleii drei Berührung.s- 
pnncten conjugirteii Pole in einem der drei Systeme allemal 
in gerader Linie liegen, so folgt aus dass jeder eine 

Curve dritter Ordnung in drei Puiicten berührende Kegel- 
schnitt einer der in j.MOj betrachteten ist und daher nach 
[532] angesehen werden kann als die Poloconik einer Oeraden 
in Beziehung auf eine der drei l''undamentalcurveu, für welche 
die gegebene Curve die Ilesse'sche ist. 

Demnach tbeilen sich alle die Curve in drei Puncteu 
berührenden Kegelschnitte in drei Systeme, ganz entsprechend 
den drei Systemen conjugirter Pole, und bilden die Polo- 
coniken sänimtlicher Oeraden in Beziehung auf die drei Funda- 
men talciirven. Für irgend einen dieser Kegelschnitte z. B. 
mit den Berührungspuncteu n, t/, Cß, tindet mau das System, 
welchem er augehört, wenn man den Puncl aufsucht, in 
welchem die Verbindungslinie zweier Berührungspnucte z. B. 
rt|, bi die Curve schneidet. Demjenigen Systeme, in welchem 
die.ser l’iinct c,- zn dem dritten Berührnngspunct <■* als cou- 
jugirtor Pol gehört, gehört auch der betrachtete Kegelschnitt 
an ]542]. (//<•«<; 1. o. |5loJ pii}j. iGü.) 

544. Aus ]539] folgt dann unmittelbar: isjgt man durch 
die drei Berührungspuncte «, b, c eines Kegelschnitts einen 
lieliebigeu Kegelschnitt, so sind die drei anderen Durchschnitte 
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des letzteren mit der Curve die BerilhninftspuiRte eines zwei- 
ten Kegelschnittes, der demselben Systeme angehört, wie der 
erstere. (//«»c 1. c, |54<l] pag. 167. Cremomt art. 150.) 

545. Ferner folgt aus [535] : üie sechs Fuucte, in denen 
zwei dem nämlichen Systeme augehörende Kegelschnitte 
die Curve berühren, liegen allemal selbst auf einem Kegel- 
schnitte. (//«« 1. c. [540] pag. 167. Cremomt art. 160.) 

54(5. Durch die näinlichen zwei Puncte /« und m' gehen 
zwölf Kegelschnitte, welche die Curve 3. O. in drei Puncteu 
berühren , und zwar aus jedem System vier. — Denn nach 
[324] gehen durch m und m' vier Poloconiken in Heziehung 
auf jede der drei Fundamentalcurven. {Creuwmi art. ir>o.) 

547. Wenn in 1543| von den drei Merührungsimncten 
zwei zusamnienfallen, so treten Kegelschnitte auf, welche die 
Curve in einem Puncte vierpunctig und in einem anderen 
zwei|mnctig berühren. Alle solche Kegelschnitte theilen sich 
ebenfalls in drei Systeme und bilden nach |533| diu Polo- 
coniken der die gegebene Curve berüliremlen (Jeraden in l>e- 
ziehung auf die drei Fundamentalcurven , für welche die ge- 
gebene ilie Hesse sehe Curve ist. ln diesem Falle ist, wie sich 
aus [542| ergiebt, der vierpiinctige Berührungspuuet ein con- 
jugirter Pol zu dem Puncte, in dem die Verbindungslinie der 
beiden Berührungsjuincte (des zweipunctigen und des vier- 
puuetigen) die Curve trilft, und der Kegelschnitt gehört dem- 
selben Systeme an, wie diese beiden coiijugirten Pole. (//«*« 
1. c. [540] pag. m.) 


S- 4. 

548. Unter den Kegelschnitten, welche eine Curve 3. O. 
in drei Puncten berühren (543|, betinden sich auch solche, 
bei welchen alle drei Berührungspuncte ziusammentällen, die 
also eine sechspunctige Berührung mit der Curve haben. Diese 
sind nach [534] die Poloconiken der neun Wendetaiigenten 
der gegebenen Curve in Beziehung auf die drei Fuiidamcntal- 
curven. Die Berülirungspuncte aber sind zugleich die Bc- 
rührungspuncte der von den Wendepuncten ausgehenden Tan- 
genten [351], und auch die den Wendeimncteu in den drei 
Systemen coiijugirten Pole. Es giebt daher 27 solcher Kegel- 
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Hcliiiitk', und Ltbeii so viel« I’iiiict«, in denen dies« die Curve 
seclisjiunetig l)eriiliren. Sic tlieilen sicli wiederum in drei 
Systeme, sodass in jedem neun sich befinden. Diese 27 I’uncte 
sollen kurz die I’uncte tt genannt werden. 1. c. [540] 

pag. 173. Cremona art. 150.) 

549. Da in diesem Falle iler gemeinschaftliche Tangen- 
tialpuuct eines Wendepuucte.s und eines ihm conjugirten l’oles 
in den ^Veude^)unct fällt, so bilden drei in gerader Linie liegende 
W'endepuncte und die drei mal drei ihnen conjugirten Polo 
ein System von .solchen zwölf Puncten, welche zu je dreien 
auf 16 Geraden liegen [38ö|. Hezeichnet mall daher mit 
«I h^ C| drei in gerader Linie liegende VVendepuncte und wie 
in [402] mit h/, c/, die ihnen conjugirten Pole desselben 
Systenies, so sind dies zugleich drei demselben Systeme an- 
gehörige Puncte -t [548j. Dann folgt aus [492]: Die Ver- 
bindungslinie je zweier Puncte tt, die dem.selben Systeme an- 
gehören, geht alleraal durch einen Wendepuuct [vgl. 687]. 
Verbindet man jeden Punct Jt mit den übrigen acht Puncten 
«lesseiben Systems, so erhält mau 9 . 8 — 72 Gerade, von de- 
nen aber jede zweimal vorkommt. Es giebt daher in jedem 
Systeme 36 und also im Ganzen 918 solcher Geraden, von 
denen jede durch einen \V’endepunct geht. (//««« I. c. [54o] 
piig. 175. Cremona art. 1.50.) 

o5ü. Ebenso folgt weiter aus [492] oder [401]: Die 
Verbindungslinie je zweier Piuicte tt , welche verschiedenen 
Sy. steinen angehören, geht durch einen Punct n des dritten 
Systemes. Verbindet man daher einen Punct n des einen 
Systemes mit den neun Puncten des zweiten Systemes, so 
gehen diese neun Geraden dnreh die neun Puncte des dritten 
Systems. Wenn man also denselben Punct Tt mit den neun 
Puncten des dritten Systemes verbindet, so erhält man die- 
selben nenn Geraden wieder. Man wird demnach sämmt- 
liche Geraden erhalten, wenn man diese Operation mit den 
neun Puncten eines Systems wiederholt. Mithin giebt es 
9.9 = 81 solcher Geraden. {Hfste 1. c. [540j pag. 175. Cremona 
ürt. 150.) 

5öl, Von den neun Puncten tt eines und desselben 
Systemes liegen 66 mal 6 auf einem Kegelschnitt. — Denn 
da diese neun Puncte die conjugirten Pole (in demselben 
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Systeme) der neun Wendepuncte sind, so liegen sechs von 
ihnen stets auf einem Kegelschnitt, so bald die ihnen conju- 
girten Wendejnincte auf einem Kegelschnitte liegen [45G|, 
was nur möglich ist, wenn die letzteren auf zwei Geraden ver- 
theilt sind. Es gehen aber 12 Gerade durch je drei Wendepuncte 

[.‘553], und diese lassen sich auf -j— verschiedene Arten 

zu Geradenpaaren auorduen. (Hesse 1. c. [ftio] pag. 175. Cremonu 
art. 150.) 

552. Durch die neun Puncte tc desselben Systems geht 
keine zweite Curve 3. 0. hindurch. — Denn nimmt man ir- 
gend sechs dieser J’uncte, welche auf einem Kegelschnitt 
liegen [501], so liegen die übrigen drei nicht auf einer Ge- 
raden, da vielmehr die Verbindungslinie von zweien dieser 
drei letzten durch einen Wendepunct geht [54'Jj; mithin 
kommt [223] zur Anwendung. (Hesse 1. c. [510] pag. 17C.) 

553. Legt man durch einen Punct jt, in welchem die 
Gurve 3. 0. von einem Kegelschnitte seclispunctig berührt 
wird, einen anderen Kegelschnitt, der die Curve in x drei- 
punctig berührt, so sind die drei Puncte, in welchen der 
letztere die Curve ausserdem trifft, Berührungspuncte für einen 
dritten Kegelschnitt; und zwar geliört dieser demselben Systeme 
au, wie der Punct x. — Folgt unmittelbar aus [541], wenn 
man die drei Puncte a h c zusammenfallen lässt. (Hesse 1. c. 
[.’ilO] pag. 170.) 

554. Sind a h c die Berührungspuncte eines Kegel- 
schnitts mit der Curve, und x der Berührungspunct eines 
demselben Systeme augehörigen und die Curve sechsjiunctig 
berührenden Kegelschnittes, so hat derjenige Kegelschnitt, 
welcher durch a b c geht und die Curve in x berührt, in x 
eine dreipunctige Berührung. — Aus [545] , da a b c und x 
(drei mal genommen) sechs Puncte sind, in denen zwei dem 
nämlichen Systeme angehörige Kegelschnitte die Curve be- 
rühren. 

555. Sind a b c drei nicht in gerader Linie liegende 
Curvenpuncte, deren Tangentialpuncte aber auf einer Geraden 
sich befinden, so dass die Seiten des Dreiecks a b c die ('urve 
in drei in gerader Linie liegenden Puncten treffen [390], so 
giebt es neun durch u b c gehende Kegelschnitte, welche die 


Digitized by Google 


28fi 


(Jiirven dritfor Ürdnimp. 


[555. 


Ckirve droipunctif» berühren, und die Berilhrnngspuncte sind 
die neun l'uncte n-, welche demselben Systeme angehören, 
wie der Kegelschnitt, der die (jurve nach [542] in a b c lie- 
rührt. — Denn soll der durch n b c gelegte Kegelschnitt die 
Curve droipunctig berühren, so müssen die drei Schnittpuncte 
dessell)en mit der Curve in einen /.usanimeufallen. Diese 
Schnittjtuncte aber sind nach [544] die nerühningsjuincte eines 
demselben System angehörigen Kegelschnittes; daher muss 
der dreipunctige Berührungspunct einer der Piincte n sein. 
(Henne 1. c. [.540] pag. 170.) 


Zwölfter AKsdmitt. 

Kegolsobnitte , welche eine Curve dritter Ordnung drei- 
punotig berühren (osculiren). 

§• 1 - 

' 55(i. Zieht man aus einem beliebigen Curvenpuncte p 
Strahlen nach den neun Wendopuncten, so .sollen die neun 
Punctc, in denen diese Strahlen die (.lurve treffen, (oder in 
denen die Wendepuncte von p aus auf die Curve projicirt 
werden) zusammengefasst eine Inflexionsgruppe genannt 
werden. Eine solche ist jedenfalls bestimmt, sobald einer 
ihrer Puncte z. 11. «, und ein Wendepuuct, z. B. 1, gegeben 
ist, denn zieht man a\, so erhält man den Projectionsmittel- 
punct p, und die aus p nach den acht übrigen Wendepuncten 
gehenden Strahlen liefern die anderen Puncte der Inflexions- 
gruppe; wir werden aber später [571] sehen, dass der Wende- 
punct 1 nicht gegeben zu sein braucht, sondern dass jeder 
andere an seine Stelle treten kann, ohne da.ss die Gruppe 
sich ändert. — Da bei einer Curve ohne Doppelpunct nie- 
mals zwei Wendejmnete Zusammenfällen , so fallen auch nie- 
mals zwei Puncte einer lufiexionsgruppe zusammen; denn dies 
könnte nur dann eintreteii, wenn der Projectionsmittelpunct p 
mit zwei VN'endepuncteu in gerader Linie liegt.; dann aber 
ist p selbst ein Wendepunet [352], und es zeigt sich in die- 
sem Falle, dass die neun Wendepuncte selbst eine Inllexions- 
gruppe bilden. 
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557. Solche drei Puiicte einer Inttexionsgruppe, welche 

die Projectionen von drei in gerader Linie liegenden Wende- 
puncten bilden, sollen ein Inf'lexionstri))el heissen. Drei 
in gerader Linie liegende ^Vende))uncte aber mögen zusuinnien- 
gefasst der Kürze wegen eine Inflexionsgerade genannt 
werden. Aus der Art, wie die VVendejmncte zu je drei auf 
InHexionsgeraden vertheilt sind folgt dann: Die neun 

Puncte einer Intlexionsgruppe bilden 12 Inllexion.stripel, in- 
dem .sie sich auf vier verschiedene Arten in drei Tripel zer- 
legen lassen. Jeder Punct der Intlexionsgruppe gehört gleich- 
zeitig vier verschiedenen in dieser Gruppe enthaltenen Tripeln 
an, und greift, man irgend acht Puncte einer Gruppe heraus, 
so theilen .sich diese in vier Paare, der Art dass jedes Paar 
mit dem neunten Punct der Gruppe ein Tripel bildet. Von 
vier Tripeln, welche einen reellen l’unct gemeinschaftlich 
haben, ist nur eines reell. Da es 12 Inflexionsgerade giebt, 
so scheint es, dass jeder (’urvenpunct gleichzeitig 12 Tripeln 
angehören müsste, cs wird sich aber zeigen j573], dass nur 
vier unter diesen von einander verschieden sind. 

558. fcieien (Fig. 40) 12 3 drei in gerader Linie liegende 
VVendepuncte, /) ein beliebiger ( turvenpunct, und dieStrahlen p\, 
p2, p3 mögen die C’urve 
in den Puncten des Tri- 
pels a b c treffen. Zieht 
man nun aus einem die- 
ser Puncte, z.. ß. aus 
a, Strahlen nach den 
beiden Wendejiuncten 2 
und 3, aus denen a nicht 
abgeleitet ist, so erhält 
man zwei neue Puncte 
Pj und p.f von der Kigcn- 
schaft, dass die von ihnen nach den Wendepuncten 12 3 
gehenden Strahlen wieder die frühem Puncto ii h c (abgesehen 
von der Ordnung) treffen. 

Beweis. Man bat hier drei durch den VVendepunct 2 
gehende Strahlen 1 2 3, p 2 b, u 2 p.,. Von den sechs Schnitt- 
puncten derselben mit derCurve 1 ‘A p b h p., liegen aber der 
Annahme nach drei, nämlich \ p a, in einer Geraden, mithin 
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|347] mich die drei übrigen 3 b d. li. der Strahl p^ 3 geht 
dureil b. Nun hat man auch drei durcii den Wendepunct 3 
gehende Strahlen : 321, Sp.jb, 3pc, und von den sechs Schnitt- 
jnnicten 2\p^bpc liegen wieder drei: 2bp in einer Geraden, 
also auch die drei übrigen 1 />.,<?, d. h. p, 1 trifft die Curve 
in c. Da sich nun ebensü beweisen lässt, dass die Strahlen 
/i^3, p.jl, ;>,2 die (Jiirve resji. in «, b, c treffen, so erhält man 


folgende neun Gerade 



p 1 0 

Pj 2 a 

Pa 3 » 

p 2 b 

p, 3 b 

p, 1 h 

p 3 c 

Pi 1 c 

Px 2 c. 


Ifaher haben die l’uncte pp-it'w <1^ Eigensehaft, dass jeder 
von ihnen die Wondeimncte 123 in dein nämlichen Trijiel 
nbe projicirt. Ausserdem aber zeigt sich, dass p Pj, p,, gleich- 
zeitig die l’röjectiouen der nämlichen drei Wendejmnete 12 3 
aus jedem der drei Puuete des Tripels a b c sind. A*lso bil- 
den pp-iPi selbst ein Tripel, welches durch die Wendepuncte 
1 2 3 in der W'eise mit dem ersteren Tripel a b c verbunden 
ist, dass das eine aus dem anderen entsteht, wenn man die 
zugehörigen tVendepuiicte aus irgend einem Puncte des an- 
deren projicirt. Zwei auf diese Weise von einander abhängige 
Tripel sollen connexe Inflexionstripel genannt werden. 
(Mitilieilung von Herrn Prof. Küpper.) 

Man findet nach dem obigen Schema die durch die Weiide- 
punctc hiudurchgehenden Verbimliingslinieu der l'uncte des 
einen 'Tripels mit denen des anderen, wenn man die Puncte 

des einen 'Tripels a b r 
in ihrer Reihenfolge un- 
geäudert lässt und die 
Wendepuncte cyclisch 
mit einander vertauscht. 

559. (Fig. 40.) Wenn 
drei Puncte a b c ein In- 
llexionstripel bilden, so 
liegt der 'Tangential- 
punct eines jeden auf 
der Verbindungslinie der 
beiden anderen, d. h. diese V'erbindiingslinie trifft die Curve 
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in demselben l’iincte, wi'e die 'J'anjfente de.s ersteren Tripel- 
pimctes. 

Beweis. Seien 1 2.3 die Weiidepuncte, an.s denen dn.s 
gegebene Tripel aligeleitet ist, und sei p p., p., <las dazu ge- 
hörige conuexe Tripel f5f)8]. Uas in c sich schneidende 
Geradenpaar p3, />, 1 bildet einen durch die vier l’uncte pp., 1 3 
gehenden Kegelschnitt, der in c die (Jurve in zwei zusamiuen- 
falleuden Puncten trifl’t. Die Tangente in e geht also [244 Zus.j 
durch den den vier Puncten pp., 13 gegenüberliegenden Punct 
r', der mithin der Tangeiitialpunct von r ist. Nun ist aber 
das Geradenpaar pl, p., 3 ebenfalls ein durch die nämlichen 
vier Puncte gehender Kegelschnitt, welcher die Curve in a 
und b trifft. Folglich geht die Gerade ab auch durch c . 
Für die beiden anderen Puncte ist der Beweis ebenso zu 
führen. (Mitth. von Herrn Prof. Küpper.) 

560. Da jeder Punct einer InHexiou.sgruppe gleichzeitig 
vier verschiedenen in der Gruppe enthaltenen Intlexioustripelu 
angehört., so folgt: wenn man irgend acht Puncte einer Gruppe 
in die vier Paare tlieilt, welche mit dem neunten je ein Tri- 
pel bilden [ÖÖ7], so laufen deren vier Verbindungslinien in 
demselben Curvenpuncte zusammen, nämlich in dem Tangen- 
tialpunrte des neunten Pnnctes der Gruppe. Demnach geht 
eine Gerade, welche den Tangeiitialpunct eines Punct.es der 
Gruppe mit einem zweiten verbindet, stets noch durch einen 
dritten I’unct derselben. Die Eigenschaft der Weiidepuncte, 
dass die Verbindungslinie von zweien derselben allemal durch 
einen dritten Wendepunct geht, ist, wie man sieht, ein spe- 
cieller Fall des Vorigen. Da ausserdem niemals zwei Puncte 
einer IiiHeVionsgruppe zusammenfallen, so folgt, dass niemal.s 
zwei derselben lntiexioii3grup|ie angehörige ki*. 4 i. 

Puncte einen gemeinschaftlichen Tangen- 
lial|uinct haben können. 

.>61. (Fig. 41.) Wenn von drei Puncten / 
a b r einer (äirve 3. O. zwei die Eigenschaft ..-ec' 

haben, dass ihre Tangeiitialpiincle auf den ' 

V^erbindungslinien der lieideii anderen liegen, / ' 

so bat auch der dritte Punct diese Eigen- 
schaft. e- 

Beweis. .Seien « und h' die Tangentialpuncte von a 

Currra dritter Orrtrmng. 19 
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und h, und liege a auf hr, b' auT cn. Schneidet man die 
Curve mit <tb in r, so ist dieser Funct der gegenüberliegende 
zu ah ab' [239], denn da «'« und h' b Tan- 
genten sind, so trifft der aus diesen Ge- 
raden bestellende Kegelschnitt die Curve 
zum fünften und sechsten Male in a und b. 
Aber das Geradenjiaar ab', a'b geht eben- 
falls durch die vier Puncte ab a'b' und 
trifft die Curve in c in zwei zusammen- 
fallendeu Puncten, mithin geht dieTangente 
in c durch C . (Mittli. von Herrn Prof. Küpprr.) 




Kig. n. 

n 

' 

, Ar 


/ 

/, 


062. Wenn ein Kegelschnitt eine Curve 3. ü. in einem 
Puncte a dreipunctig berührt (osculirt) und aus.serdeni in 
<! r s schneidet, so ist der den vier Puncten q r s a gegenüber- 
liegende Punct der Tangentialpunct von a. — Denn der in 
a osculirende Kegelschnitt des Büschels \q r s a\ trifft die 
('urve zum fünften und sechsten Male in a, daher ist die 
Verbindungslinie dieser beiden Puncte die Tangente in a (239]. 


563. Wenn vier Curvenpuncte q f s a so liegen , dass 
ihr gegenüberliegender Punct der Tangentialpunct des einen 
z. B. a ist, so giebt es einen Kegelschnitt, der die Curve 
in a osculirt und in q r s schneidet. — Denn da die Tangente 
in a die Curve hier in zwei zusammenfallenden Puncten trifft, 
so giebt es einen Kegelschnitt des Büschels \q r s o], der in a 
noch zwei, also im Ganzen drei, Puncte mit der Curve ge- 
mein hat. 


ÖG4. Wenn drei ( Curvenpuncte o b c die Eigenschaft 
haben , dass der Tangentialpunct eines jeden auf der Ver- 
bindungslinie der beiden antleren liegt, und legt man durch 
einen von ihnen, z. B. n, einen Kegelschnitt, der die Curve 
in a osculirt und ausserdem in q r .v schneidet, .so geht durch 
die letzteren drei l’uucte auch ein Kegelschnitt, der die Curve 
in b, und einer, der sie in c osculirt. 

Beweis. Seien a'b'c die Tangentialpuncto von abc, 
dann ist a' der gegenüberliegende Punct zu q r s a [.'>62]. 
Nun geht aber der Annahme nach bc durch </' hindurch, also 
liegen hc mit qrsa in einem neuen Kegelschnitte [244, Zus.]. 
Betrachtet mau diesen als einem Büschel [9 angehörig. 
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so trifft die Gerade c« die Curve in dem gegeuüberliegeiideu 
Fuuete von q r s h. üieser Durchschiiittspunct aber ist der 
Annahme nach //, der Tangeutialjmuct von h. Mithin [563] 
giebt es einen Kegelschnitt, der die Curve in h osculirt und 
in V * schneidet. Kbeuso kann der lleweis für c geführt 
werden. 

Zusatz. Lässt inan die l’uncte qrs in einen // zu- 
sammenfallen, .sodass ein Kegelschnitt die Gurve gleichzeitig 
in p und « osculirt, (dies tritt ein [348J, wenn p der Durch- 
schnitt der Curve mit einer durch n und einen Wendepunct 
gezogenen Geraden ist) so folgt, dass dann auch ein zweiter 
Kegelschnitt in p und h, und ein dritter in p und c osculirt. 
^Mittll. vou Herrn l’rof. Küpper.') 

565. Wenn drei Cun’enpuncte a m n die Eigenschaft 
liaben, dass der Tangentialpunct eines jeden auf der Ver- 
bindungslinie der beiden anderen liegt, so bilden die.se drei 
l’uncte ein InHexionstripel. 

Beweis. (Fig. 42.) Verbindet man u mit einem be- 
liebigen Wendepuncte « durch eine Gerade, welche die (hirve 
in Pa treffe, so wird die Curve von einem 
Kegelschnitte in und u osculirt [348|. 

Mithin [564] giebt es einen zweiten Kegel- 
schnitt, der in Pa und m, und einen drit- 
ten, der in und n osculirt; dann aber 
treffen die Geraden w und p„n die 
Curve jede in einem Wendepuncte d und 
Y [.'149]. Folglich gehören m und n zu 
der Intlexiousgiuppe, welche durch« und 
den Wendepunct « bestimmt ist [.5.56]. 

Die drei Wendepuncte uß y aber müssen 
in einer Geraden liegen; denn wäre nicht y, sondern etwa 
d der mit « ß in einer ({eradeu liegende W’endepunct, und 
bezeichnet d den Punct, in welchem der Strahl paä die Cnrve 
trifft, so gehört .auch d jener Inrtexionsgruppe an, und arijd 
würden ein Tripel bilden« Der Tangentialpunct von d müsste 
daher auf am liegen [559] ; aber auf am befindet sich der An- 
nahme nach der Tangentialpunct von n. Also müssten die Tan- 
gentialpuncte von d und n zusaiumenfallen, was nicht möglich 
ist [5liO]. Demnach siml « m ii die Projectionen (aus dreier 

19* 
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in gerader Linie liegender Wendepuncte a ß y , und bilden 
also ein Inflexionstripel. 

56ö. Bilden drei Puncte a b c ein Inflexionstripel, so 
haben ihre drei Tangentialpuncte a'b'c' dieselbe Eigenschaft. 

Beweis. Nach |.559| liegen a'bc, b'ra, c'ab in je einer 
Geraden. Sind nun aber a"b"c" die Tangentialpuncte von 
a'b'c , so sind u"b' c', n'b"c, a'b'c" die Tangentialpuncte von 
resp. a'bc, ab' c, abc' und liegen daher wie diese in je einer 
Geraden [230J ; mithin bilden a'b'c' nach [065] ein Tripel. 
(Mitth. von Herrn Prof. Küpper.) 

567. Zieht man aus jedem der drei Puncte eines Tri- 
pels abc die vier Tangenten an die Curve mit den Beriih- 
rungspuncten b^b.^h.^b^, CiCjCjC,, so Viilden diese 

zwölf Puncte vier Trijiel, indem jeder Berilhrungsjiuiut r 
mit je einem und nur je einem <ler Puncte a und b ein 'IVi- 
pel bildet. 

Beweis. Siml a'b'c' die Tangential(uiuc(e von abc, 
so liegen a'bc in gerader Linie, verbindet inan al.so a mit 
einem der Beruh ruiigspimcte b, etwa so trifft diese Gerade 
einen der Beriihrimgspuncte c 138,3]; dieser sei mit o. be- 
zeichnet, sodass 

a In r* 

eine Gerade bilden. Nun liegen auch a b' c in einer Geraden, 
also trifft die Gerade b<n einen der Berührungspuncte a, der 
mit «A bezeichnet wenle, sotlass auch 

fl/, b f A 

eine Gerade bilden. Demnach haben «a b/, C/, ilie Eigenschaft, 
dass der T.augeutial|iunct a von «a uuf b/,C/,, und der Tan- 
gentialpuuct b von bß, auf «aCa liegt. Kolglich [561] liegt 
auch der Tangentialpuuct c von <’a auf a/,b,,, iiud ui,b/,c/, bil- 
den ein Tripel [56.5]. — Dieses aber ist ilas einzige aus den 
Berühruugspuucten liesteheude Tripel, welchem der Piiuct Ca 
augehört. Denn bihlen a^ b^ c/, ein solches, so liegen a b^ Ca 
und a^ b C/t in je einer Geraden; d[e Puncte aber, in denen 
die Geraden ac/, und bc/, die Gnrve treffen, sind nach dem 
Obigen t»A und «a> also fallt, a^ mit üa, und mit b/, zu- 
sammen. 

«68. Wenn ein Kegelschnitt die Curve in einem Puncte 


Digitized by Cor it 




57«.] Osculircnde Kegelschnitte. 2i)l> 

a eines Tripels ah c osculirt und au.sserdem in q r s schneidet, 
so liegen // r s mit a h c in einen neuen Kegelschnitte. Denn 
der den vier l’uncteu q r i a gegenOberliegoude Puuet ist der 
Tangeutialpunct «' von a [562], aber h c geht auch durch u 
hindurch [55Ü], also liegen h c auf einem Kegelschnitte des 
Büschels [q r s a] [2-M Zus.]. 

569 . Legt man durch die Puncte eines 'J’ripels a h c einen 
beliebigen Kegelschnitt, der die Curve ausserdem in ^ r .< 
schneidet, so geht durch q r s ein Kegelschnitt, der in «, ein 
/.weiter, der in h, und ein dritter, der in c osculirt. — Denn 
schneidet h c die Curve in <i', so liegt «' den vier Puncten 
qrsa gegenüber; er ist aber, weil ahe ein Tripel Ijilden, 
zugleich der Tangentialpunct von « 155H|, mithin osculirt ein 
durch q r s gehender Kegelschnitt die Curve in a [563]. Ebenso 
ist der Beweis für b und c zu führen. 

Zusatz. Fallen qrs in einen Punct p zusammen, so 
tolgt: Geht ein Kegelschnitt durch die Puncte eines Tripels 
a b c und o.sculirt gleichzeitig in p, so giebt es drei Kegel- 
schnitte, die in p und a, in p und b, und in p und c oscu- 
liren; unil daraus folgt weiter [34!)): Trifft ein in p osculirender 
Kegelschnitt die Curve in drei Puncten eines 3’ripels a b c, 
so gehen die Strahlen p u, p b, p c durch drei Weudepuncte, 
welche auch in gerader Linie liegen, weil sonst abc nicht 
ein Trijiel bilden würden. 

570 . (^Fig. 12.) Es sei eine Intle.xionsgruppe a b c ... i 
durch einen ihrer Puncte z. B. « und 
durch einen beliebigen Wendepuuet « 
bestimmt, indem der Punct />„, in wel- 
chem rt« die Curve trifll, der zugehörige 
Projectiousmittelpunct sei. Zieht man 
nun aus a eine Gerade durch irgend 
einen anderen Wendepuuet X und schuei- 
det damit die Curve in pi, so treffen 
die aus pi nach den neun Wemlepuucten 
gehenden fstrahleu die Curve (abgesehen 
von der Ordnung) in den nämlichen neun 
Puncten abc... i, wie clie von /»„ ausgehenden Strahlen. 

Bewei.s. Ist p irgeml ein Wendejmnet, und trifft pi p 
die Curve in /«, so ist zu Ireweisen, dass m mit einem der 
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Punctc a h c . . . i /.usiinmientVillt. Dies ist zuiiiiclisl klar, wenn 
fl auf’ A fällt, ileiiii <lann lallt m auf n. Ist aber fi von A 
vcrscliiedcn, so giebt es einen Wemleimnct v , der mit A g in 
einer Geraden liegt [3521. Trifft dann der Strahl pi v die t'urve 
in /(, so bilden ii m » ein Tripel. .Mithin [559] haben diese 
drei I’uncte die Eigenschaft, dass der Tangeutial|iunct eines 
jeden auf der Verbindungslinie der beiden anderen liegt. Dann 
aber ist in |.56.5| bewiesen , dass wenn ii « pa gezogen wird, 
(wo « jeder beliebige VVendepunct sein kann) , die Geraden 
//„/« und Po« durcli zwei Wendepunetc /J und y hindurch- 
gehen, welche mit a in einer Geraden liegen. Mithin gehört 
sowohl /« als auch « der Inflexionsgruppe a b c . . . i au. 

Bemerkung, \^’enu von den l’uncUm nßy einer mit 
einem der Fimcte K p v zusammeufallt. 
so fallen die ersteren drei alle auf die 
letzteren drei. — Um dies zu beweisen, 
sei 5 Wendepuuet, der beiden Iii- 
Hexionsgeraden gemeinschaftlich ist, und 
.r der Durchschnitt des Strahls pa i mit 
der Gurve , sodass x einer der I’uncte 
a m n ist. Zieht man aus x Strahlen 
nach A g )' und schneidet damit die 
Gurve in xiXftXr, so ist //„ einer dieser 
drei l'uncte, weil einer der von x nach 
A, ft, V gehenden Strahlen auch mit einer der drei Geraden 
tiK,mfi, ny zusammeufällt. Nun bilden xix^x, mittelst der 
Wendejmnctc k p v das zu n mn connexe Tripel, daher [558) 
gehen die von jedem der drei Pimcte .xt.v,,.iV, und also auch 
von Pu, nach n m n führenden Strahlen durch k p v, mithin 
fallen ft ß y mit k p v zusammen. Es kann demnach nur einer 
iler beiden Fälle stattfiudeu: entweder fallen die l>ciden In- 
flexionsgeradcn k p v und (t ß y ganz zusammen, oder sie 
haben keinen VVendepunct gemeinschaftlich. 

.»71. ln Folge des vorigen Satzes ist eine Intlcxions- 
gruppe n b c . . . i durch einen ihrer Puncte, ti , schon voll- 
kommen bestimmt, sodass jeder Gurvenpunct einer und nur 
einer einzigen lutlexionsgruppe angehört; denn zieht man aus 
(/ Strahlen nach den neun VVendepuncten und schneidet damit 
die Gurve in p, p.^ . . . p,, so werden die Wendepuncte aus 
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jwlfin iliuser l’iiiict« y» in «Icr näniliclum IiiliexioiisgruiUie 
jirojieii't. Diese l’unete p bilden diiiin selbst eine Inllexions- 
{ 5 ruiH)e, die nun ihrerseits wieder aus jedem der l’uucte 
(I Ij c ... i als l’rojectioii.sniittelj)unct entsteht. Die beiden 
Gruppen a h c . . . i und p^ Pj . . . p., sind daher in dein Sinne 
von [558| mit einander eonnex. Die 81 Geraden, welche 
entstehn, wenn man jeden l’unct der einen Gruppe mit jedem 
der anderen verbindet, schneiden sich also /.u je neun in den 
neun Wendepuncten. 

57‘i. Wenn ein l’unct, n, einer Intlexiousurupjic der 
Derührungspunct einer von einem Wendepuncte, 1, ausgehen- 
den Tangente ist, so tTillt p mit a '/.usammcn, daher rällt auch 
die couuexe Gruppe ganz aut’ die ursi>rnngliche. Jeder l’unct 
der Gruppe hat dann die nämliche Eigenschaft wie «, ni'unlich 
jeder hat einen Weudepuuct zu seinem Tangentialpuuct; denn 
ist ahc irgend ein in der Gruppe enthaltenes Tripel, ent- 
standen durch den l’rojoctionsmittelpunct p{== a) und die 
\Vcndepuncte 1 ’J 8, so geht jetzt n 2 durch b, und a 3 durch 
c, ausserdem liegt 1 als Tangeutialjmnct von ii auf h c, also 
liegen 1 2 3 resp. auf h c, n h, c n und sind daher |ft5y| die 
Tangentialpuncte von resji. ti, r, b. Jeder l’unct der Grujipe 
aber gehört mit n zu irgend einem in der Gnip[ie enthaltenen 
Trijxd*). 

573. Da nach [57T| ein gegebener Curven[mnct nur 
einer einzigen lullexionsgruppe angehört, so kann derselbe 
auch nur solchen 'J'rijieln angehören, welche in dieser Gruppe 
enthalten sind. Daher gehört jeder Cnrvenpunet gleichzeitig 
nur vier verschiedenen Tripeln an, und von den zwölf Tripeln, 
welche wegen der zwölf Intlexionsgeraden denkbar sind, sind 
nur vier von einander verschieden, ln der That lä.s.st sich 
leicht beweisen , dass jedes Tripel gleichzeitig durch drei ver- 
schiedene 1 nilexionsgerade erzeugt werden kann, und zwar 
durch solche drei, von denen keine zwei einen Weudepuuct 
gemeinschaftlich haben, die also zusammen alle yeun Wende- 
l»uncte enthalten. 


*) In diesem Falle bind die l’uucte der Inflcxionsgruj)pc neun dem- 
selben Systeme augehörige I’imcte n. [548.] 
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JJcwei.s. (Fig. 4:^.j Ist«/«« ein Tripel, erzeugt durch 
die lulle.xioii »gerade A g 1 / und den l’rojectionsmittelpunct jn, 
und i.st tt ein von A g n verschiedener Weudejiunct, so giebf 
es nach [570 1 eine zweite ganz von A g v verschiedene In- 
flexionsgcrade n fi y, die ilas nüniliclie Tripel a in n aus dem 
Frojectionsmittelpuncte erzeugt. Ist 
dann lerner d ein neuer von Agr und 
ct /i y verschiedener VVendepunct, so 
„ giebt cs ebenso noch eine dritte von den 
/-/ beiden vorigen verschiedene Inflexious- 
-y»' gerade dfx, die das gegebene Tripei 
ebenfalls erzeugt. Es giebt aber auch 
jiicht mehr, als diese drei Geraden; denn 
ist « einer der I’uncte Agr, so erhält 
man nach [570 1 keine neue Gerade. 
Wählt mau aber statt n irgend einen 
anderen von Agr verschiedenen \Vendepuuct, so gehört der- 
selbe noth wendig einer der beiden Inllexionsgeraden n ß y oder 
d r X an, und liefert daher ebenfalls keine neue Gerade. 

Zusatz. Da einem Tripel in Verbindung mit einer In- 
flexionsgeraden, aus der es entsteht, stetsein connexes Tripel 
zugehört , .so folgt dass jedes Inflexionstrn>el drei mit ihm 
coniiexc Tripel besitzt. Die neun Puncte dieser connexen 
Tripel bilden dann zusammen die connexe Intlexiousgruppe 
zu der, welcher tlas gegebene Tripel augehört. Demnach 
kann für ein in einer lntlexionsgru[ipe enthaltenes Tripel 
jeder Punct der connexen Grupi)e als Projectionsmittelpunct 
dienen; und ningekehrt; von jedem l’uucle der connexen 
Grnji|ie gehen die Strahlen, welche nach den l’nncten eines 
in der ursprünglichen Gruppe enfballenen Trijiels führen, 
durch drei in gerader Linie liegende Wendepuncte. 

571. Um nun vollständig ülwisehen zu können, wie die 
Puncte einer Intlexiousgruppe mit denen der connexen Gruppe 
durch die einzelnen Wendepuncte 1 2 3 4 5 (i 7 S 0 verknüpft 
sind, gehen wir von irgend einem Curven]iuncte « und einem 
Wendepuncte 1 ans, schneiden die (,'nrve mit n I in g, und 
bezeichnen die Puncte nach welchen die Strahlen 

/<! ( I 2 ;• I 5 i> 7 8 !•) 
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fflhreu, der Uoiho nach mit 

ab c <i c f g h i\ 

und die Puncte, in welchen die Strahlen 
«(1 2 3 4 5 (5 7 8 9) 
die Curve treffen, mit 

i>\ !>: Ih />! ft Pm Pi P» Ptr 

Ks entsteht dann die Aufgabe, wenn irgend einer iler Puiicte p 
und irgend ein Wendepunct gegeben ist, den Punet aii/.ii- 
geben, in welchem die Verbiuduiig-slinie beider die (Uirve trifft. 
l)a/.u bedienen wir uns in neziehung auf die Verthcilung der 
Wendeiunicte auf die Inflexionsgeraden der in [3.Ö4) gewählten 
Uezeichming, nach welcher die luflexionsgeraden folgende sind ; 
123 147 150 U18 
4.56 2.58 267 249 
789 369 348 357. 

.Man muss nun unterscheiden, ob der gegebene \Vende|iuncl 
der Puiicl 1 oder ein anderer ist. Ist 1 gegeben und ausser- 
dem beispielsweise p,,, so suche man den Wendepunct, der mit 
15 in einer (ienulen liegt; dieser ist 9; und bestimme die 
Puncte, zu welchen die h>tr<ihlen P|(l 5 9) führen; a c i. Dann 
bilden die Puncte p,P;,Pt, nach denen die Strahlen n(l 5 9) 
biiigehen, das mit «ei connexe Tripel. Man kann daher da.s 
Schema aufshdleii; 

Tripel a e i 

Inflexionsgerade 1 .5 9 

Connexes Tripel p, p-, p„. 

Diesb neun Puncte liegen nun nach der in |.558| gegebenen 
Kegel auf folgenden neun tieradeii 

/), \ a /(., .5 « 9 a 

p, 5 e pj, 9 e p,, 1 e 

p, 9 /• p,, 1 i p,, 5 i; 

mithin führt p^ 1 nach i. 

Für den zweiten Fall, dass der gegebene Wendepunct 
von 1 verschieden ist, sei derselbe beispielsweise 3, und der 
gegebene Puuet p sei wieder p„. Daun sucht man den Wende- 
punet, der mit 35 in einer (leraden liegt: 7, uud zugleich 
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ilie Ijoiilen liillexiuiisjfcruduii, ilie vuu dur vorifj;(iii 357 vull^iUtudig 
vorschiedeii sind, nänilicU 1(58 und 24!>. Von diesen cntliält 
eine den Wendeininet 1, hier U58. (Eine Ausnahme hievon 
Iriü nur ein, wenn die beiden an Stelle von 3 und 5 in Be- 
tracht koniniendeu Wendejmncte mit 1 in gerader Linie liegen; 
dann aber kuiui sofort das Verfahren des ersten Falles in An- 
wendung kommen.) Nun gelion die Strahlen /)|(1 6 8) durch 
// f h. Das nümliclie Tripel wird aber [573] auch durcli die 
Inllexionsgcraden 357 und 249 erzeugt; zu I’rojcctionsmittel- 
imncten kann man beidemal jeden der l’uncte wählen , die 
mit afh connexe Tripel bilden, mau wird aber diese Wahl 
so treffen, dass bei der einen Geraden der gegebene Punct y»., 
l’rojeetionsmittelpunct ist, und bei der anderen der Punct, 
der mit p, und ein Tripel bildet, also liier y»,,. Man hat 
ilanu folgendes Schema: 

Tripel a f h a /' h n f h 

Inflexionsgerade 1 6 8 3 5 7 2 4 9 

Projectionsmittelpunct p, p. p,, 

Da nun in der zweiten Urupjie die.ses Schemas p^ 5 nach n 

geht, so bat man nur noch zu entscheiden, ob p.^ 3 nach f 

Oller nach h führt. Zu dem Ende betracliten wir auch das 
'l'ripel Pi p^ p„. Die.ses entsteht elamfalls durch drei InHexions- 
geraden, nämlich zuerst durch 1 5 9, und daun durch die 
lieiden von diesen volls6iiidig verschiedenen Geraden d. i. 26 7 
und 3 4 8. Bei der eraten ist « Projectionsmittelpunct, bei 
der zweiten und dritten aller /'und h, weil p, 6 und p, 8 nach 
dic*sen Puncten führen. Alan hat also noch ein zweites Schema, 
nämlich: 

'i'npel /'i7'.s7L /'i 7',. 

InHexionsgeriule 15 9 2 6 7 3 4 8 

Projectionsmittelpunct a f h, 

und darin liefert die letzte Gruppe die Entscheidung, da.«s 
yij 3 nach h führt. 

575. Nach dem Vorigen kimn man nun leicht eine Tabelle 
entwerfen, welche die Verknüpfung der Puncte der beiden 
liiHexionsgruppeu mit den Wcndepuncten vollständig darstellt. 
Dabei liefert die Anwendung des angegebenen Verfahrens 
immer gleichzeitig mehrere Bestimmungen. Die Tabelle 
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wird iil)er iiocli belriklitlicli leiulitor Iiurgestellt, wenn inan 
iK'inerkt, dass vermöge der für die Wendepuncte gewählten 
lie/.eiehnung die drei 'I’rijiel a b c, il a /", tj h i jedes durc-li die 
InHe.\ionsgeraden 1 2 3, 4 5 <>, 7 8 9 entsteht, und dass ferner 
zu jedem die drei folgenden /ij y> 3 , /h />•./'« j 7's /'n 
eonnexe Tripel zugehören. Denn dies hat zur Folge, dass 
die Punete jedes der obigen drei Trijiel immer beisammen 
bleiben und sieh nur cyclisch unter einander vertauschen. 
Man gelangt hiedurch zu einer vollständigen Uebcrsicht, 
ilie in der folgenden leicht verständlichen Tabelle darge- 
stellt ist: 
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Irgend zwei Intlexionstripel, welche eonnexen In 
Hexionsgruppen angehören, liegen allemal in einem Kegel- 
schnitt. 

Beweis. Ist a l> c ein der einen Gruppe angehöriges 
Tripel, und ju irgend ein Piinct der eonnexen Grupjie, so 
gehen die Strahlen px(ii h c) durch drei in gerader Linie lie- 
gende Wendepunete [573], und folglich |232| giebt es einen 
Kegelschnitt, der durch n b c geht und in p>, osculirt. Bilden 
dann P/,,p,. mit px ein Tripel, so liegen p, Pf, Pt nach [568] 
mit a b c in einem Kegelschnitt. 

577. Wenn zwei Inllexionstripel a b c und x y z in einem 
Kegelschnitte liegen, so gehören sie eonnexen luflexiuus- 
gruppen an. 

Beweis. Da durch das Tripel xyz ein Kegelschnitt 
geht, der in a b c schneidet, so giebt es drei durch n b c 
gehende Kegelschnitte, die resp. in .r, y und z oseuliren [569]; 
da aber a h c selbst ein Tripel bilden, so tretfen die voiijC, y 
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uml r iiacli « h c l'ülireiKloii fStralileii die Ciirve -in Wciide- 
jmiioten |56y Ziis. |, und folglich gehören a b e und y z coii- 
nexeii Inflexionsgruppen an. 


§• 2 . 

.»78. Legt man durch einen Iwliehigen ('urvenpuuct u 
einen in « osculirenden Kegelschnitt, <Ier die Cnrve ausserdem 
in (( r s sehneidet, so sind die acht Puucte, welclie mit n /.u- 
sammen eine Inllexionsgruppe bilden, ebenfalls Osculations- 
jinncte für Kegelschnitte, die durch y r s hindurch gehen. — 
Denn diese acht l’uncte zerfallen in vier l’aare, von denen 
jedes mit ii ein Inflexionstripel bildet (.557]. .Jeder I’nnct aber 
der mit tt zu einem Tripel gehört, ist Osculationspunct Inr 
einen durch tj r s gehenden Kegelschnitt [550, .504]. 

Hemerkung. VWnii die Puucte a und y /■ s reell sind, 
so sind von diesen neun osculirenden Kegelschnitten nur drei 
reell, weil a nur einem reellen Tripel angehört [557]. 

571L Wenn ein in a osculireiider Kegelschnitt die Curve 
in y r s .schneidet, so giebt es keine anderen durch y r .s- gehen- 
den osculirenden Kegelschnitte, als diejenigen, deren Oscula- 
tionspuncte mit « zu derselben Inflexion.sgrujipe gehören. 

Ho weis. iSei .r der Osculationspunct irgend eines durch 
y r s gehenden und osculirejiden Kegelschnittes, a und ,v die 
Tangentialpuncte von n und .r. Dann ist |.5till] 

a der gegenüberliegende Punct zu y r s it 
X ,, ,, ,, ,, y ; .V. 

Betrachtet man nun den durch y r s n ,v gehenden Kegelschnitt, 
der die Curve zum sechsten Male in ij schneiden möge, ein- 
mal als dem Büschel [y r s uj und dann als dem Büschel 
|y;-jf.e| angehörig, so geht 

.r IJ durch a 
II y durch .r', 

d. h. die Punct« u .r y haben die Eigenschaft, dass der Tan- 
gentialpunct von ii auf x y, und der von x auf y a liegt, mit- 
hin [5(>1] liegt auch der Tangenlialjninct von y auf n x, und 
n X y bilden ein Inflexionstripel [56.5]. Also befinden sich x 
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und y unter den Puncten der zu a geiiiirigen InHexioiisgrupjie 
[573]. 

Zusatz. Wenn also durch die (Jurvenpuncte qrs ein 
osculirender Kegelschnitt gelegt werden kann, so gehen durch 
diese Puncte neun solche Kegelschnitte und nicht mehr als 
neun, und ihre Osculationspuncte bilden eine Inflexionsgrup]>e. 

580. Durch drei beliebig gegebene Puncte y r s einer 
Curve 3. 0. u lässt sich immer ein die Curve osculirender 
Kegelschnitt legen. Es giebt also stets neun solche Kegel- 
schnitte, und deren Osculationspuncte bilden eine Inflexions- 
gruppe. {Steiner, Grelle 32. pag. .SIHI.) 

Beweis. Nimmt man y r s als die Ilauptpuncte einer 
Steiner 'scheu Verwandtschaft [200] an , so entspricht in dieser 
Verwandtschaft der Curve u eine andere Curve 3. O. welche 
auch durch die l’nncte y r s hindurchgeht [2iKj] und keine 
Doppelpuncte hat, wenn die Curve u keine .solchen liesitzt 
[207J. Ist nun a' ein Wendepunct von i/', und /f dessen 
VVeudetangente, so hat die letztere in a' mit der Curve i/' 
drei Puncte gemein. Der Geraden A' aber entspricht ein 
Kegelschnitt A, welcher durch die Puncte y r s geht |2<)2], 
und seinerseits in n mit der Curve r/ drei Puncte gemein 
haben muss, also diese (Hirve in (i osculirt. Die nenn Oseu- 
lationspuncte «, welche eine Inflexionsgruppe bilden, ent- 
sprechen also den neun Wende|>nnrten der ( ’urve w'. {K Auiinsi. 
Grelle 68. jiag. 21 1 .) 

581. Ist l! eine Gerade, welche drei Wendepuncte 
(t h' (■' der thirve u [fKSO] verltindet, so entspricht ihr ein 
Kegelschnitt /., welcher durch y r ,v und durch <lie drei den 
Wendepuncteii ti W r ents])rechenden Osculationspuncte ahe 
auf der Curve i/ geht. Da nun nach [508] der durch yrs 
mul zwei O.scidationspuncte tt h bestimmte Kegelschnitt die 
(äirve in ilemjenigeu Puncte r tritl't, welcher mit ab ein 
Tripel bildet, so ents])rii'ht dreien in gerader Linie liegenden 
Wendepuncteii der Curve ii' ein Intlexionstripel auf u. 

Verfolgt man nun entweder in [.0.')7 1 die verschiedenen 
in einer liiflexionsgruppe enthaltenen Tripel, oder die Geraden, 
auf denen die Wendepuncte der Curve u vertheilt liegen, so 
ergiebt sich folgendes; Von den neun Osculationspuucteu 
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a b . . . i liegen zwölf mal <lrei mit c/ r s in je einem Kegel- 
schuitU“ L\ nümlicli «lie zwölf Tripel, die in der von den 
Piineteu a b . . . i gebildeten lnHexiunsgrnp])e enthalten sind. 
Diese zwölf Kegelschnitte L bilden auf vier verschiedene Arten 
Gruppen von drei Kegel.schnitteu, welche durch alle neun 
Puncte ab... liindurchgeheu; ilurch jeden der Puncle ab ... i 
gehen vier von ihnen, und vier von ihnen sind reell. {Steiner. 
t'relle 32. pag. 300.) . 

äS'i. Aus einem Weudei)uucte a' der Curve u gehen 
drei Tangenten an die„se Curve, und die drei Berilhrungspuucle 
liegen in einer Geraden [341]. Nun entspricht 
jeder Tangente ein durch </ r s a gehender Kegel.schnift, wel- 
cher die Curve u in einem Puncte m lieriihrt; der durch die 
drei Puncte m' gehenden Geraden aber entspricht ein durch 
^ ;■ Ä nml die drei entsprechenden Puncte m gehender Kegel- 
schnitt. Also folgt: Durch drei Puncte r s einer Curve 

3. 0. 1 / und irgend einen der zugehörigen Oscidationapuucte u 

lassen sich drei Kegelschnitte legen, welche die Curve u in 
den Puncten /«, berühren, und diese letzteren drei 

Puncte liegen wieder mit r/r.i in einem Kegelschnitte. {Sieinei. 
Crelle 32. pag. .3<K).) 

. 583 . Die 21 Berührungspuncte tu' der aus den Wende- 
puucten der Curve ii' an die.se gezogenen Tangenten haben 
nach [351] die Eigenschaft, dass die Curve it' in jedem von 
ihnen von einem Kegelschnitte sechsjtunctig berührt wird. 
Einem Kegelschnitte aber entspricht nach |204] eine Curve 

4. ()., welche 7 r .< zu Doppelpuncten hat. Demnach folgt: 
Die 27 l’uncte tu, in denen die Curve >1 von Kegelschnitten 
berührt wird, die duch 1 / r s und je einen der Punct<‘ ab ... i 
gehen, haben die Eigenschaft, dass in jedem von ihnen die 
tüirve M sechspuuctig berührt wird von einer Curve 4. O., 
die r .< zu Doj)j)elpuncten hat. {Steiner. Grelle 32. pag. 301./ 

584 . Wenn die Jbincte r s gegeben sind, so ist d.a- 
durch auch die InHexiousgruppe der Osculationspuncte ab...i 
bestimmt 158<1|. Ist alwr die letztere durch einen ihrer Puncte, 
<t, gegeljen, so giebl es unendlich viele Puncte, welche ilie 
Stelle der // r s vertrehni können. Zieht man nämlich durch 
zwei dieser Puncte z. B. tj r eine Gerade, schneidet damit die 
t'urve in O, und zieht durch o" eine Indiebige Gerade, die in 
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q r' schneidet, su sind q' r s wieder drei l^uncte, durch die 
ein in u osculireiider Kegelsclinitt gelegfrwerdeu kann, {kleiner. 
Crclle 32. pag. .301.) 

Beweis. Ist ahc ein in der Intlexiousgruppo enthal- 
tenes Tripel, so liegen ahc q r s in einem Kegelschnitte 
[r> 08 |, daher liegt a den Fiincten uhcs gegenüher, und q' r 
befinden sich mit u h c s in einem Kegelschnitte. Daun aber 
haben q' r $ dieselbe Eigenschaft wie qrs j!j(39J. 

585. Man kann daher durch Wiederholung dieses \'er- 
falirens nicht allein so viele Puncte qrs finden, als man 
will, sondern es können zwei Puncte qr beliebig angenommen, 
und dann der zugehörige s bestimmt w'erdeu. Letzteres ge- 
schieht noch leichter mit Anwendung des »Satzes |232]. l.st 
nämlich a und q r gegeben, so schneide wan die Ciirve mit 
aq und ar in .r, tj\ ist dann r der Piinct, in welchem xy 
die Curve trifft, so schneidet az <lio Curve in dem gesuchten 
Puncte S. (Sleiaer. Grelle 32. pag. 301.) 

58ti. Man kann sich die Frage vorlegen, ob es unter 
dem einer Inflexionsgruppe «//... i zugehörigen Systeme von 
Puncteu qrs auch Tripel geben kann? — Ist ahc ein in 
der Inflexiousgrnppe enthaltenes Tripel, so liegen qrs mit 
ahc in einem Kegelschnitte [5(38 1. Wenn daher xyz ein 
unter den Puncteu q r s vorkommendes Tripel ist, so mitssen 
diese Puncte der zu ab... i couuexeu Inflexiousgruppe an- 
gehören [577 J. Umgekehrt, bilden xyz ein der eonncxen 
Gruppe angehöriges Tripel, so liegen sie mit ahc in einem 
Kegelschnitt [576J, und gehören daher mit zu den Puncten 
qrs [509|. Demnach sind die zwölf in der connexen Inflexions- 
gruppe enthaltenen Tripel die einzigen, die in dem Systeme 
der q r s Vorkommen. 
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Dreizeliiiter Abschnitt. 

Curvenbüschel dritter Ordnung. 

S- I. 

Ö87. Ein System von Curven 3. O., welche sich alle in 
den nämlichen neun Puiicten durchschiieiden, heisst ein 
Curvenbüschel 3. ()., und die neun gemeiuschaltlicheii 
Puncte heissen die Basispuncte des Büschels. Sind » = <• 
und I' = 0 die Gleichungen von zweien dieser Curven, so 
lassen sich alle übrigen durch die Gleichung « ü ii = 0 
darstellen, wenn jnan der Grösse X alle möglichen VVerthe 
beilegt. Durch einen beliebigen Piinct, der nicht einer der 
neun Basispuncte ist, geht nur eine einzige Curve des Büschels 
|14.ö|; und eine beliebige durch einen Bnsispunct gezogene 
Gerade wir<l in diesem Basisjmncte nur von einer einzigen 
Curve des Büschels berührt, denn diese ist dann durch einen 
auf <ler gegebenen Geraden und unendlich nahe bei dem ge- 
gelienen Basispuncte liegenden Punct vollständig Itestimmt. 

588. Alle Curven 3. ü. , welche durch acht gegebene 
Puncte hindurch gehen, bilden einen Büschel, denn sie halxm 
auch noch einen neunten Punct gcmeinschalllich [219|. 

589. Alle Curven ;5. ().. welche durch sieben gegebene 
Puncte hindurch gehen, bilden ein Curvennetz .3. t). 

Beweis Sind u = 0, u — (t, u' — drei ilieser t'urven, 
die keinen weiteren Punct gemein haben, so stellt die Gleichung 

(1) M + ^ 

für jeden Werth von k und p eine (üirve 3. O. dar, welche 
ebenfalls durch die gegebenen sieben Puncte geht. Nun ist 
jede iler in Rede stehenden Curven dur< h zwei wei(<u'e passend 
anzunehmeiide Puncte bestimmt. Substitnirt mau die Werthe, 
welche «, u, v" in iliesen beiden Pniuten erhalten, in die 
vorige Gleichung, so ergeben sich zwei Gleichungen, durch 
welche A und p so bestimmt werden, dass die Gleiclinug (1) 
gerade ilie betrachteU* (.^urve darstellt. Da demnach jede 
durch die sieben Puncte gehende Curve 3. Ü. durch eine 
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Gleichung von der Form (1) dargestellt werden kann, so bilden 
alle diese (hirven ein Netz 119.")]. 

590. Bei einem Netze von Curven 3. ()., welche sieben 
Puucte gemeinschaftlich haben, liegen die auf ihnen vor- 
kommenden Doppelpuncte auf einer Curve sechster Ordnung, 
und jeder Punct dieser Curve ist ein Dopjielpunct für irgend 
eine Curve des Netzes. 


Beweis. Stellt mau das Curveunetz nach [.589] durch 
die Gleichung 

M -)- A u' p «" == U 

dar, so müssen die Coordiuaten a;,- der üoppelpuncte nach 
(I50j den Gleichungen 


i^) 




0 « 


du 




genügen. Eliminirt man daraus A und p, so erhält man als 
geometrischen Ort für die Doppelpuncte die Gleichung 


01/ 

du 

du” 



d.v, 

du 

du 

du" 

0:r/ 

dat* 

dx. 

0« 

du 

du" 


darf* 

dx'i 


welche eine Curve sechster Ordnung darstellt, da die Elemente 
dieser Determinante vom zweiten Grade sind. Umgekehrt; 
genügen die Coordinaten eines Punctes x dieser Gleichung, 
so giebt es auch immer ein VV'erthepaar A, p, für W'clches 
die Gleichungen (2) bestehen, d. h. es giebt eine Curve des 
Netzes, auf welcher x ein Doppelpunct ist. {Saimon pag. 158.) 

591. Die sieben gegebenen Puncte befinden sich selbst 
unter den Doj)pelpuncten, welche auf den durch sie hindurch- 
gehenden Curven Vorkommen, sodass die Curve sechster Ord- 
nung, welche die Doppelpuncte enthält, auch durch die ge- 
gebenen sieben Puncte geht. 

Beweis. Ist a einer der sieben Puncte, so kann man 

l>tnüiQK, Curven dritter Ordnaog. 20 


Digitized by Google 


Curven dritter Ordiinug. 




[r>9i. 


eine der C!urven des Netzes dadurch hestiinuieii, dass man 
verlangt, dass u 1‘ilr sie ein Doppeijmuct sei, und dass sie 
ausserdem durch die übrigen sechs l’uncte geht, denn da als- 
dann der Doppelpnuct « für drei gegebene Pinicte ziililt [1G1|, 
so sind von der zn bestimmenden {yiirve neun l’uiicte gegeben. 
{Sahnon 158.) 

r»t)2. Die (,’urve sechster Ordnung, welclie die Doppel- 
(luncte der durch sieben l’uncte liindurchgehendcn Curven 
3. O. enthillt, geht nicht bloss durch die sieben Puncte hin- 
durch, sondern hat diese Puncte ebenfalls zu Doii])el))uncten 
und aus.serdem in ihnen die Tangenten mit denjenigen Curven 
3. 0. gemeinschaftlich, welche in diesen Puneteii ihre Doppel- 
pnncte besitzen. 

Beweis. Nimmt man einen der sieben Puncte, welcher 
n heissen möge, zur Ecke x, = <•, .r.^ = 0 des Fundamental- 
ilreiecks, so kami man nach [ltK)| die fileichuugen » = il, 
(/ = (), //" = () aus |f)90] in der Form schreiben: 
u = e, x/ -f .r.j -f i >3 =0 
(1) ,/ = v', X,’ -f I-'., X., + = (I 

u" v", X./ -f .r,, -f 0, 

und darin sei 


»’i = «I *1 + «2 <’'i = "'i -«1 + «'j Xjy ""i = «"i -r, + a'j X.J. 

Die Gleichung (3) der Curve (!. O. in [ölKlj wird dann mit 
Um.stellung der Zeilen und Colmmien der Deb'rminante 




«I •»•3 + • ■ ■ , «2 -^3* + J-3 + • • ■ , a f’l + l’i 

■"'i + 1" + ■ ■■, » I -ij + . . . , 2 V, X,, + v\ 

und hat demnach die Form 


■^:i ’ + F.j Xj^ -f- . . . == 0. 

Dies bestätigt zunächst, dass die.se (’urve durch den Punct u 
hindurchgeht [1(50]. Bildet man al>er J\ und f'^, so erhält 
man 



«I» 

"2> 

2(«, 

•fl 

+ "2 •' 2 




2(rt', 

X, 

+ «2-f2 



•f 

U j. 

2(n" 

,x, 

-f-n'jX.^ 


> 
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mul diese Determiiifuitc ist Null, da sie sich in die Summe 
zweier Determinanten auflösen lässt, von denen jede zwei 
gleiche Columnen enthält. Mithin hat die Curve 6. O. in a 
einen Doj)pelpunct [ItiO]. Man erhält ferner 


V.2 = 2«, 


v’ 

' dxf ' 

)+2gK..', 

— ""2 

+ 2u, 

(&"■ 

di't ■, 
d-Vf ’ 

) + ^t’ 

— a-jv",) 

+ 2«"| 



+ 2gKF.- 

- a'r "i) 


oder 


'2 = («'. v\) + v\ - « , 

+ »•. >',) 

+ *’'> “ 


Es ist aber 


rt'j r", — v', = (a", X, + fl"j .1-.,) — fl"., («', a-, + .r.,) 

= («"1 "'2 — "'1 «"2) , , 

»/, — <2*1 i'”| — ei ' I (« , a'i -|- rt a;.,) n t (‘^ 1 *1 "f" '* 2 ^2) 
= («"1 «'2 — «'1 «''2) *2» 
und ähnlich bei den übrigen. Setzt man also 

( 2 ) a\a.j — a\a'.i=A, a^fi\ — a\a.j = A‘, = 

so erhalt man 

,-,-2a{,. g + («, g + .. g) 

+2''"('' & + *'S) - 

und folglich, da die Grössen e., homogene Eunctioueii 2'''" Gra- 
des von Xi und x-, sind, 

f = 3 (Av,j -|- A V 2 ^ ^ 2*) 

Nun kann mau aber auch der Gleichung ir-j-A« -f-gu'=0 
irgend einer Gun-e 3. O. des Netzes die Form (1) geben, da 
diese Curve auch durch die Ecke a dos Fundamen taldreiocks 
geht, nämlich: 

(C|+A F|+g *’’'i)a: 3 ’+ (<'2+^ ‘'”2+ '" 2 )-® 3 +*' 3 +^ " .i+l' ’’ 3 =‘*- 
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WTililt inan unter diesen Curven diejenige aus, für welche 
ft soltlie Wertlie haben, dass 
(3) l ■. )l : n = A : A' : A" 

ist, so erhält man für den Coefficienten von .Tj’’ 

,di', -|- A‘ v\ -\- A" v'\ ==(«! A-f-ii'i A' -|- A ')a:, 

-f- (ö-J A -|- A' -j- ff".j A'') .Tj, 

und dieser Ausdruck ist Null, da beide Glieder desselben wo- 
gen der Gleichungen (2) verschwinden. Der Coefficieut von 
■Tj dagegen verwandelt sich in l\. Demnach [162] hat 
diejenige (,'urve des Netzes, welche durch (3) bestimmt ist, 
in rt einen Dojipelpuuct und das Tangenten jiaar in diesem 
mit der tlurve 6. ü. gemeinschaftlich. Was hierdurch von 
einem der sieben Puncte bewiesen ist, kann ebenso von jedem 
der sechs übrigen gezeigt werden. ISalmou. pag. 159.) 

593. Auf den t'urven eines Büschels 3. (). giebt es im 
Allgemeinen zwölf Doppelpuncte. 

Beweis 1. Stellt man irgend eine der (lurven des Büschels 
durch die Gleichung 

1/ -}- A i’ = 0 

dar, so besteht die Bedingung, dass diese einen üoi)|)el|«mct 
besitzt, in den Gleichungen [150| 


( 1 ) 

S« 1 , du 
+ <).r, 


du . . dt’ 
da-, + dx. 

(») 

du .. 8v 
d.v, + dx. 


Die Doiiiieljmncte, w'elche auf den Curven des Büschels Vor- 
kommen, sind daher diejenigen Puncte, deren Coordinaten 
diese Gleichungen gleichzeitig befriedigen, während A zwar 
veränderlich ist, aber stets in allen drei Gleichungen den- 
selben Werth hat. Diese Gleichungen stellen drei Kegel- 
schnittbüschel dar, nämlich die Büschel der conischeii Polaren 
der Ecken des Fundamentaldreiecks, in Beziehung auf die 
Curven « -f- A e = 0 des Büschels 3. 0. Nennt man die- 
jenigen Kegelschnitte dieser drei Büschel , welche gleichen 
Werthen von A angehörou, entsprechende, so kann man auch 
sagen, die Doppelpuncte sind die Puncte, welche je dreien 
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;^on 


0 , 

' CJ'x 


i 0 und 


I“ = 0, r = 0 

ÖJt ’ C^t 


eiit-sprechenden Kegelschnitten der drei Büschel geineinsain 
sind. Nun erhillt man den gconietri.schcn Ort der Durch- 
schnitte der entsprechenden Kegelschnitte der Büschel -(1) 
und (2), wenn man aus diesen Gleichungen ^ eliminirt, dieser 
Ort ist also die Curve 4. 0. 

(4) _ |!^ r = 0, 

' ' rxi er, er, (^.T, ’ 

welche durch die Basispuncte der Büschel (1) und (2), nilni- 
lich durch die Durchschnitte der Kegelschnittpaare 
ein 
dr, 

geht. Ebenso ist der geometrische Ort der Durchschnitte 
entsprechender Kegelschnitte der Büschel (1) und (.3) eine 
•/.weite Curve 4. O. 

du de du da ' 

^ ■' dr, dr, dr, ’ 

welche durch die Basispuncte der Bü.schel (1) und (3) geht. 
Diese beiden Curven 4. O. (4) und (5) h.aben also die Basis- 
puncte des Büschels (1) gemeinsam. Da nun durch jeden 
Punct der Curve (4) zwei entsprechende Kegelschnitte der 
Büschel (1) und (2), und durch jeden Punct der Curve (5) 
zwei entsprechende Kegelschnitte der Büschel (1) und (3) 
gehen, so gehen durch einen Durchschnittspunct der Curven 
(4) und (5) drei entsprechende Kegelschnitte aller drei Büschel 
(1) (2) (3) hindurch. Davon machen aber die Basispuncte 
des Büschels (1) eine Ausnahme, denn ist n einer dieser 
Basispuncte, so entspricht den durch a gehenden Kegelschnitten 
der Büschel (2) und (3) nicht derselbe Kegelschnitt des Bü- 
schels (1), vielmehr berührt der dem ersteren entsprechende 
in a die Curve (4), der dem zweiten entsprechende dagegen 
die Curve (5) (Vgl. die analoge Betrachtung in [93] ). Die 
Puncte, in denen drei entsprechende Kegelschnitte der drei 
Büschel sich treflen, d. h. die gesuchten Doppelpimcte, sind 
demnach die Durchschnitte der Curven (4) und (5) mit Aus- 
nahme der unter diesen befindlichen Basispuncte des Büschels 
(1). Zieht man übrigens auch noch die dritte Curve 4. 0. 

d)^ ^ ^ ^ n 

' ' dr, dr, dr, dr, 

hinzu, welche den geometrischen Ort der Durchschnitte ent- 
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sjtrccbeiuler Kegelschnitte der Büschel (2) imd (3) bildet, so 
müs.sen die gesuchtcu Dopjielpuiicte offenbiir auch auf dieser 
Curvc liegen. Diese aber geht im Allgemeinen nicht durch 
die Basispuncte des Büschels (1). Da nun die CMven (4) 
und (5) sechszehn Durchschnittspunctc besitzen, von denen 
die vier Basispunctc des Büschels (1) abzurechnen sind, so 
bleiben 12 für die Doppelpuncte übrig. {Saimnn pag. 158. Cre- 
innna art. 88.) 

Beweis 2. Bezeichnet man die Basispuncte des Büschels 
mit 1 2345(1789 und betrachtet alle Curven 3. ()., welche durch 
die Puncte 1234567 gehen, so erfüllen die auf diesen vor- 
kommeuden Doppelpuncte eine Curve 6. O. Cr [51K)]. Ebenso 
erfüllen die Doppelpuncte, welche auf den Curven 3. 0. Vor- 
kommen, die durch 1 234568 gehen, eine zweite Curve 6. 0. (Tg. 
Demnach sind die Doppeljtuncte derjenigen Curven 3. 0., 
welche beiden Netzen gemeinschaftlich sind, also durch 
12345678 und daher auch durch 9 gehen und demnach dem 
Büschel angehören, Durchschnitte der beiden Curven Cr 
und Cr. Die Anzahl dieser Durchschnitte beträgt 36. Nun 
geht aber Cr durch 1234567 und hat diese Puncte zu 
Dojrpelpuncten |592], ebenso geht Cr durch 1234568 und 
hat diese Pmicte zu Doppelpuncten. Die beiden Curven Cr 
und Cr haben also die Puncte 123456 gemeinschaftlich zu 
Doppelpuncten, sodass in jedem dieser Puncte vier ihrer 
Durchschnitte vereinigt liegen. Es kann aber keiner dieser 
Puncte ein Doppeljmnct für eine Curve des Büschels sein, 
denn wäre etwa 1 ein Doppelpunct für eine dieser Curven, 
so würde diese mit einer anderen Curve des Büschels in 1 
zwei und ausserdem noch acht andere, im Ganzen also zehn 
Puncte gemein haben, was nicht möglich ist. Mithin müssen 
von den 36 Durchschnitten von Cr und (/r die 24 in Abzug 
gebracht werden, welche sich in den Puncten 123456 be- 
finden, und nur 12 sind Doppelpuncte für die Curven des 
Büschels. (Salmon j)ag. 1.59.) 

594. Die zwölf Doppelpuncte, welche in einem Curven- 
büschel 3. 0. Vorkommen, haben die Eigenschaft, dass ihre 
geraden Polaren in Bezug auf alle Curven des Büschels die 
nämlichen geraden Linien sind; und zwar sind diese zwölf 
Puncte die einzigen, welche diese Eigenschaft haben. 
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Heweis. Wirtl iler H usl-IiuI «lurcli diu (!luic-liuiig k-|-Ai;= 0 
diirgestullf, so lml)uii die guriuiuu I’oliiruii eines Pmictes .r in 
vurruulcrliclion y,- die Gleichung -j- k .-Jy(va) — 0 [2<i7|. 

ütteubiir fallen alle diese den verscliiedeueii Wertlien von A 
ungehörigen Geraden dann und nur dann in eine zusaininen, 
wenn die Gleichungen 


-'/y(«^) = y, 
f) {'’■’) = '/i 


f!u , gii 
d.r, + 
dr 
d^i 


+ y-i g 




, du 


,+!/. ;; - f 

•r« eJj 


diu niiniliehe Gerade «larstellen. Dazu ist erforderlich und 
hinreichend, dass 

du ^ du ^ du du ^ du ^ du 

dj-, ' d--ut ■ dx, dx, ■ <?.r, ■ dx, 

sei. Diese Gleichungen liefern also die Ooordiuaten derjenigen 
I’uucte, welche die in Rede stehende Eigenschaft besitzen. 
Wie man sieht, kommen sie vollständig überein mit den 
Gleichungen (-1), (fi) oder auch (l), (2), (3), in [593|, welche 
die ('oordinatcn der Doppeljninctc lieferten. {Suimon pag 157.) 


§• 

Eine besondere Beachtung verdient ein Büschel 
von Curven 3. O., liei welchem alle Curven folgendes mit 
eiiuinder gemein haben: erstlich drei in gerader Linie liegende 
Puncte rt, h, c, sodann die Tangenten .t, 11, C in diesen und 
endlich die Tangcntialpuncte a, ß, y von a, b, c, welche daun 
[230] ebenfalls in gerader Linie liegen. Bezeichnet man die 
Geraden ah c und a ß y resp. mit Ü und F, so kann man 
den Curvenbüschel nach [245] durch die Gleichung 

(I) A n C — k'^ D‘ F ={) 

darstellen, worin A* den veränderlichen Parameter bedeutet. 
Bei einem solchen Curvenbüschel kann man die Anzahl 12 
der existirenden Doppelpuucte nicht aufrecht halten ; denn 
eine dieser Curven, nämlich D' /’ = 0 besteht aus drei Ge- 
nideii, von welchen zwei in D zusammenfallen. .Jeder Punct 
der letzteren Geraden ist daher als Doppelpunct zu betrachten. 
Es bleibt aber auch für diese Puncte die Eigenschaft [594] 
bestehen. Nimmt mau nämlich die Geraden .•/, /«, C zu den 
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Heiteii a-, == 0, .i-, = 0, = 0 des Fuudanieiitaldieiecks und 

set/.t 

D _ rf| a:, + d.^.rj -f rfjar^ F = /■, .r, + + f^x^, 

sodiuss die Gleichung (1) übergeht in 

« = .T| x.^ a"j — A’ //' /’ = 0, 

so erhält man 

- A’ 5 (/-,/) + 2 r/, F) 

r£, = ^ (A ^ + 2 d, F) 

und damit wird die gerade Polare eines I’unctes x, der auf 
/> liegt, für den also I> = 0 ist, in veriinderliehcn y, 

•''2 •*■3 !/i + •'■3 X, y, + X, .r, yj == 0. 

Die.se ist ahso für alle Curveu des Büschels dieselbe und zwar 
nach [2t)0] die gerade Polare des Puuctes x in Bezug auf 
das Dreieck ABC, welches ebenfalls eine Curve unseres 
Büschels ist. Zieht mau nun die Puucte der Geraden D 
nicht in Betracht, so treten zuerst als Doppelpuncte die drei 
Durchschnitte der Geraden A, B, C auf. Ausserdem aber 
existireu, wie sich sogleich ergeben wird, noeh drei Doppel- 
punete auf den Curveu des Büschels. 

596. Um diese Doppelpuncte zu finden, wenden wir das 
in [593. Bew. 1] angegebene Verfahren an und haben dann 
diejenigen Puncte zu suchen, für welche die Ausdrücke (2) 
in [505] gleichzeitig verschwinden, und daher die Grösse P 
aus je zweien dieser Gleichungen zu eliminiren. Das giebt 
die drei Gleichungen 

Bx, [.cj (A ^ + 2 rf, F) - X., (/, B + 2f/, F)] = 0 

Bx, [x, (A B + 2A,F)- X, (/■, B + 2 A, F)] = 0 

Bx, [.r, (/, /> + 2 rf, F) - .r, {f,B-^2 A, F)] = 0, 

welche die drei Curveu 4. ü. (4), (5), (6) in [593] darstellen, 

deren gemeinschaftliche Puucte die Doppelpuncte sind. Aber 
von diesen Curven besteht jede aus zwei Geraden und einem 
Kegelschnitt, and zwar haben sie alle drei die Gerade B ge- 
meinschaftlich, wodurch sich bestätigt, dass alle Puucte der- 
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selben als Doppelpuncte betrachtet werden künuen. Sodann 
befinden sich unter ihren gemeinschaftlichen Puncten die 
Ecken 



des Fimdaraentaldreiecks, also die Durchschnitte der drei 
Tangenten A, I>, C. Lässt man nun die Factoren Dx^, 
D.Tj fort, so kann man die übrig bleibenden Kegelschnitte 
schreiben 

^ (A-rj — ^ F (rfjXj — = ü 

^ -f 2 F (t/yV, — = 0 

+ 2 F — rfj-T,) = 0, 

und diese schneiden sich in denselben vier Puncten, denn 
die Summe dieser Gleichungen ist identisch Null, und daher 
liegen die Puncte, in denen sich die beiden ersten Kegel- 
schnitte schneiden, auch auf dem dritten. Unter diesen vier 
Puncten aber befindet sich auch der Durchschnitt (/>, F) 
und dieser liegt auf der Geraden /A Ausserdem trilft diese 
Gerade die drei Kegelschnitte in drei verschiedenen Pmicteii. 
Daher haben die letzteren noch drei Puncte gemeinschaftlich, 
die nicht auf ß liegen. Demnach ergiebt sich, dass der in 
[.595J angegebene Curvenbüschel ausser den Puncten der 
Geraden D und den Durchschnitten der drei Tangenten 
A, B, C drei Doppelpuncte besitzt. 

597. Legt ra.an aus einem der drei Puncte «, ß, y [59.5], 
z. 15. aus y, alle Tangenten an alle Curven des Büschels, so 
ist eine dieser Tangenten, nämlich C, allen Curven gemein- 
schaftlich; die Berührung.spuncte der übrigen aber liegen auf 
einem Kegelschnitt, welcher durch den Durchschnitt der 
Tangenten A und ß, und ausserdem durch die Puncte a, b 
und y geht. Auf demselben Kegelschnitte liegen auch die 
Doppelpmicte des Büschels. 

Beweis. Greift mau irgend eine Curve des Büschels 
heraus,' so ist jede der drei Tangenten, welche ausser C aus 
y an diese Curve gezogen werden können, nach [246] zugleich 
Tangente an einem Kegelschnitt, welche A und D in resp. 
a und b berührt, und zwar ist der Berühruugspuuet der Curve 
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/.ugleicli (k-r des Kef?el.scliiiittos. Hat die Curve einen Doppel- 
]Hinct d, so linl die Gerade, welche y mit diesem verbindet, 
nach [246] dieselbe Eigenschaft, denn die Gerade yd schnei- 
det daun die Curve in d in zwei ziisaiuiuenfallcudcn Puncteii. 
Demnach sind die Herühruii"spuncto der aus y an die Cur- 
ven des Hüschels gehenden Tangenten (mit Ausnalfiue von C) 
und die Dojipelpunctc zugleich die Henihrungspuncte ifer 
Tangenten aus y au die Kegelschnitte eines Büschels, welche 
./ und D in ilen I’unc[en « und h berühren. Demnach [132] 
liegen diese Berührungspuncte und die Doppelpuucte auf 
einem Kegelschnitte, der die oben erwähnte Eigenschaft hat. 
(Stttmon Jillg. IfiO.) 

598. Hieraus folgt, dass die drei Doppelpuucte des in 
Rede skdienden Büschels .3. 0. auf drei Kegelschnitten liegen, 
welche durch folgende I’uncte gehen: 

der erste durch {A, H), a , b , y 


„ zweite „ (/.’, C), h, c, « 

„ dritte „ (6', A), c, n, fi. 

Nimmt man die Geraden A, B, C zu Seiten des Fuudanieutal- 
dreieckes und bezeichnet mit A„, etc. die Coordinaten der 
l’uucte «, etc., sowie mit />„ etc. das Resultat der Substitution 
dieser Coordinaten in die lineare Function J>, so sind nach 
[132] die Gleichungen dieser drei Kegelschnitte folgende: 

.-/y _ /<„ 

A 


y 1 -y 
' H 


/.’ "T r 
r 


2 ; = n 


2 " = 0 
D 


« V ^ ^ J 

i* — 2 = 0. 

(' ' A n 


.599. Die drei Doppelpuucte liegen ferner auf einem 
Kegelschnitte, w'elcher dem Dreieck A B C umschrieben ist, 
nämlich auf der conischen Polare des Punctes {ß, b') in Be- 
ziehung auf dieses Dreieck [296|. 

Beweis. Die gerade Polare eines Dopjielpunctes ist in 
Bezug auf alle Curven des Büschels dieselbe Gerade l.btH]. 
Zwei Curven dieses Büschels .sind ABC — 0 und ß- F = 0, 
in Beziehung auf die letztere aber geht die gerade Polare 
jedes Punctes durch {ß, F) |290|. Daher gehen die geraden 
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Polaren der drei Doiijiclpuiicte in nezichiino auf das Drciseit 
A DC durch {P, F) , und folglich geht die conische Polare 
von (/>, F) in Ueziehung auf ABC durch die drei Doppel- 
puncte [273], [Snimon pag. 159.) 

♦KM). Die Puloconik der Geraden D ist in Ilezug auf 
alle Curven des Bilschels derselbe Kegelschnitt. 

Beweis. Die gerade Polare irgend eines Puiictes iler 
Geraden D in Bezug auf das von den Tangenten A, D, C 
gebildete Dreieck ist nach [505] zugleich die gerade Polare 
desselben Punctes in Bezug auf Jede Curve unseres Büschels. 
Die Poloconik der Geraden P, als die Einhüllende aller die- 
ser geraden Polaren [311] bleibt daher auch für alle Curven 
des Büschels dieselbe. 

♦K)l. Die Verbindungslinie zweier Dojipelpuncte des 
Büschels ist die Polare des dritten Doppclpunctes in Beziehung 
auf die Poloconik der Geraden P. Oder: Sind o, n, o" die 
drei Doppelpuncte, so ist das Dreieck o n o" der Poloconik 
von !> conjugirt [UlSj. 

Beweis. Wir betrachten hier die Doppelpuncte als die 
Durchschnitte zweier der drei in [508] angegebenen Kegel- 
schnitte, z. B. der beiden ersten, deren Gleichungen sind 


(') 


I "y 
' ß 

/.’ "r c 


2 "-S _ 0 . 


Diese haben, wie aus [.508] zu ersehen ist, den Punct b, d. i. 
{B, P) gemeinschaftlich und ihre drei anderen Durchschnitts- 
puncte sind die Doppelpuncte o, o, o". Wir wählen nun 
die Gleichungen der Fundamentalseiten A — 0, /.’ = (), 6’ = 0 
in einer sulchen Form, dass in Beziehung auf sie die Coordi- 
naten eines der drei Doppelpuncte, z. B. o, die Verhältnisse 

A : B : r : I : \ 


erhalten. Das ist immer möglich, denn wären etwa 

die Coordinaten von o, so dürfte man die Gleichungen der 

Fundamentallinien nur in der Form =0, =0 = 0 an- 

a, ' ti, 

nehmen, um in Beziehung auf diese neuen linearen Func- 
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tioneii l'iir die Cooriliiiatcii von' o die obigen WerÜie zu er- 
halteu. So geuommeu sei dann 
(2) /> — rf, ^ + (1-i n + C. 

Es kommt nun zunächst darauf au, die Ooordinaten der 
Puncte y und a zu ))estinnueii, um diese in die Gleichungen 
(1) einsetzen zu können. Zu diesem Ende bemerke man, 
dass die Gerade yo nach [597] in o einen Kegelschnitt berührt, 
welcher A und H zu Tangenten und D zur Beriihrungssehne 
hat, dessen Gleichung also in der Form 

= P ß‘‘ 


geschrieben werden kann. Bestimmt man nach [131] einen 
Pnnct dieses Kegelschnitts durch einen Parameter g, so ist 
für diesen Punct nach (2) in [131] 

H U 

A = /)> 


( 3 ) 




lind die Tangente in diesem Puncte hat nach (3) die Gleichung 

(4) g’ .1 + Ä — 2fiA- Z> = 0. 

Nimmt man nun den Punct o als denjenigen an, dem die 
Zahl zugehürt, so ist für diesen nach der obigen Annahme 
A — 1, D = 1 , 6' = 1 und daher D — dy -(- 


zu setzen. 


Für o wird also aus (.3) 

ftJ = I g /t = 


\ 

'Ä+'/«+ <^3 


und damit die Gleichung der Tangente in o aus (4) in Ver- 
bindung mit (2) 

(d. + r/. + r/,) (.4+i?) -2 (d, .d-(-d.,/?+d 3 Cj = 0. 
iSetzt man darin der Kürze wegen 

'^i + ^2 + ^ 

so nimmt diese Gleichung die Form 

(d — d^)A■\. (d — d^) D ~ d, r = 0 
an. Dies ist nun die Gleichung der Geraden yo, und daher y 
ihr Durchschnitt mit der Geraden C = 0. 8etzt man aber 
C = 0, so folgt 

.4 : i? = (d — d.,) : — (d - d|), 
und daher sind die Goordinaten des Punctes y 

Ay — d dj, ßy — (d d,), Cy — 0, 
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und damit erhält mau aus (2) 

Dy = d, (d — dj) — d.^ (d — d,) = ■d (d, — dj). 

Ganz ebenso ermittelt man auch die Werthe von Ca, Da 
durch Betrachtung der Geraden ao, welche in o einen Kegel- 
schnitt berührt, der 11 und C zu Tangenten, und D zur Be- 
rührungsschne hat. Statt der Gleichungen (3) und (4) treten 
daher die Folgenden auf 

n C , C 

B + C — 2nk D 

welche durch Einsetzen der (loordinaten des l’unctes o, näm- 
lich -4=1, B — \ , C = 1 

1 

und dann für die Gerade ao die Gleichung 

- d, ^ + (d - ih) B + {d- d,) r = 0 
liefern. Da dann a der Durchschnitt von ao mit .4 = 0 ist, 
so ergiebt sich 

-4a = 0, Ba = d — d.„ Ca = — (ä — d^) 

und 

Da = d, (d - d,) - d, (d - d,) •= d (d, - d,). 

Mit diesen VVerthcn werden nun die Gleichungen (1) der 
beiden zu untersuchenden Kegelschnitte 
4— rf, 4 — d, 

A fi 

4-d, 4— d, 24(d,-d,) 


^*=1 


gA' = 


( 5 ) 


2J(d.-d,) _ r, 
n 


H 


c 


l) 


= 0 . 


Es kommt nun darauf an, durch Combination dieser Glei- 
chungen eine neue Gleichung zu erhalten, welche zwei durch 
die vier Durchschnitte b, o, o’, o" der beiden Kegelschnitte 
gehende Gerade darstellt, und zwar bo und o' o’’. Zu dem 
Ende werden die Gleichungen umgeformt. Schatft man bei 
der ersten die Nenner fort und kehrt die Zeichen um, so 
erhält man 

[(d— rf,) A—{S-d^)B] D-\-2^{d^ — d.^) A.B = 0, 
und wenn man den identisch verschwindenden Ausdruck 
[ A - (d-dy) B] (—2d.B)+[ (d-d,) -4— (d— rf,) B] 2 dB 
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liirizufügt 

(0) l(d— </,) /l— (d— rf,) n] {D—28 ü) -\-mU{8--d^) //)=0. 

Verfährt man ebenso mit der zweiten Gleichung (.5) und 
fügt den verschwindenden Ausdruck 

1 (d— r/.,) c— (d— rfj) y;] (_ 2 d /;) + 1 (d— d.,) c— (d— d.,) y?i 2 d yt 

liinzu, so ergiebt sich 

(7) [ (d— dj) C— (ß—a.^B \ (ZI -2d y?) + 2d B (d— rf^) {C—B) =0. 
Multiplicirt man nun die Gleichung (ö) mit d, , und (7 ) mit 
dj, addirt und bemerkt, dass 

rf, (A - y?) + d, {C—B)^B — 2d B 
ist, so wird D — 2SB Factor, und man erhält 
{B-2SB) [d, (d — d,)rl+dj(d-d.,)/t + d3(d— d.,)C] =0. 
Diese Gleichung stellt daher zwei durch die vier Puncte 
h, o, o, o" gehende (rerade dar. Von diesen geht die erste 
nämlich D — 2öB=0 durch b — (B, D) und durch o, da ihr 
durch die Goordinaten dieses Punetes, nämlich B—], D = 2Ö, 
genügt wird, uml folglich ist die andere 

d, (d — d,)/l+d.,(d — d„) y/ + d.,(d— d.,)G =0 

die Gleichung der Geraden o o". 

Mun wird andrerseits nach |318] die Poloconik der Ge- 
raden D ausgedrflekt durch die Gleichung 

U = ]/,\~A -f j/d., B -f l'<l~C = 0 
oder entwickelt [KÖ| 

yy = d, ’ . t^-f-d/ B‘‘-{-(l^ tr^-2dj d., BC - 2d., d, r.Z— 2d, d., AB = 0. 
Daraus erhält man 

i Ia = ( - '/. + rf. V- ,i,c) 

= A-d,B+d,C), 

und diese Ausdrücke nehmen im I’uncte o, d. h. für 
A = B = C =l die Werthe 

-2d,(d-d,), -2d,{ö-d,), -2d,{d-d,) 
an. Daher erhält man für die Polare von o in Beziehung 
auf II die Gleichung 

d, (d— d|) ^ -f dj (d— d,;) B -f d, (d-d,) C = 0, 
also wiederum die Gerade o o". (Saimon pag. 163.) 
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<>0‘i. Zieht iimn eine UeraJe T durch einen der Tan- 
gentialj)iincte u, ß, y, x. 15. y, und einen der drei ])o])(>el- 
jmncte o, (/, o" •/.. H. durcli o, und schneidet mit ihr die Ge- 
rade I) in (I inid irijend eine Gurve des Düschels in ti unil p, 
so sind die letzteren l’nncte allemal einander harmonisch zu- 
j(eordnet in llezng auf o und d. Die Durchschnitte «, p der 
Geraden T mit den (hirveii des Büschels sind ‘conjugirte 
l’unctepaare einer Involution. 

Beweis. Die Buncte ii,p liegen nach [245] auf einem Kegel- 
schnitte desjenigen Kegelschnitthüschel.s, welcher die Geraden 
/t und in n und l> berührt, also D zur Berührungs.sehne 
hat. Die Gerade oy aber berührt nach 1597| in o einen 
Kegelschnitt desselben Büschel.s. Da nun die Gerade /> dop- 
pelt gezählt, ebenfalls einen Kegel.schnitt dieses Büschels bil- 
det, so sind 0 und d die l)op]>elpuncte der durch den Kegel- 
schnittbüschel auf der Geraden yo erzeugten Involution, und 
daher sind n und i> einander harmonisch ziigeordnid in Bezug 
auf o und d. 

Bemerkung. Dass in der That der l'nuct d als der 
zweite Dojipelimnct der Involution, d. h. [118J als der zweite Be- 
rührungspunct der Geraden yo mit einem Kegelschnitte des 
Büschels zu betrachten ist, geht daraus hervor, dass die Bc- 
rührungspuncte der aus y an die Kegelschnitte des Büschels 
gelegten Tangenten nach 1 132J auf einem Kegelschnitte liegen, 
welcher durch y geht. Denn gäbe es (ausser der doppelt 
gezählten Geraden />) noch einen zweiten Kegelschnitt, wel- 
cher die Gerade yo berührt, so müsste der Berührungspunct 
auch auf jenem durch y gehenden Kegelschnitte liegen, und 
dieser daher die Gerade yo in drei l’uncten, nämlich in o, 
in y und in dem neuen BerUhrungspuncte tretl'en, was nicht 
möglich ist. 

ütW. Lässt man die Gerade JJ, welche die Berührungs- 
puncte u, h, c verbindet, ins Unendliche rücken, so gehen die 
Tangenten A, Jt, V in Asymptoten über, und die Tangential- 
pimctc ß, ß, y verwandeln sich in die Asyinjitotendurchschnitte. 
Aus [596] folgt alsdann: Auf den (!urven 3. Ü., welche die 
A.symptoten gemeinschaftlich haben und diese in denselben 
l’uncten .schneiden, giebt es drei Doppelpuncte o, o, o". 
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G04. Beachtet mau ferner, dass die Poloconik der un- 
endlich fernen Geraden nach [319] der Kegelschnitt ist, welcher 
die Seiten des von den Asymptoten gebildeten Dreiecks in 
deren Mitten berührt, so folgt aus [COl]; Die Gerade, welche 
zwei Doppelpuncte eines Büschels von Curven 3. O., die die 
uruulicheu Asymptoten haben und diese in den iiüralichen 
Puncten schneiden, verbindet, ist die Polare des dritten Dopj)el- 
punctes in Beziehung auf den Kegelschnitt, welcher die Seiten 
des Asymptotendreieckes in deren Mitten berührt; die drei 
Doppelpuncte bilden daher ein dem genannten Kegelschnitte 
conjugirtes Dreieck [108]. (Pliicker. Syatem der anal. CJeoni. 
pag. IM.) 

(>05. Ferner folgt aus [G02], da nun auch d ins Un- 
endliche rückt, und daher o in die Mitte von ti und p fällt: 
Wenn man bei einem Büschel von Curven 3. 0., welche die 
nämlichen Asymptoten haben und diese in den nämlichen 
Puncten schneiden, einen der Asyraptotendurchschnitte mit 
einem der Dopi)clpuncte durch eine Gerade T verbindet, so 
liegt der Doppelpunct in der Mitte der beiden Puncte, in 
denen T irgend eine Curve des Büschels schneidet. Aus die- 
sem Grunde hat Ptücker die Doppelpuncte die Mittelpuncte 
der Curven des Büschels genannt. (PlUrker. System der luial. 
Oeom. pag. 180.) 

G06. Fallen zwei der drei Dojipelpuncte o (/ o" zusam- 
men, z. B. o' mit o, so ist dieser Punct ein llückkehrjmnct. 
— Denn da o'o" die Polare von o in Beziehung auf den in 
|G04] erwähnten Kegelschnitt ist, imd diese nun durch o 
hindurch geht, so liegt o auf diesem Kegelschnitt selbst und 
ist daher nach |326| ein Rückkehrpunct. (Sntmoa pag. 1C4.) 

3. 

• G07. Werden die Curven eines Büschels 3. Ü. von einer 
Transversale geschnitten, so bilden auf derselben die Punct- 
gruppen, deren drei Puncte jedesmal der nämlichen Curve 
sngehören, eine cubisehe Involution. — Denn bezieht man 
die Gleichuug des Büschels i/-j- Ar=0 auf Parallelcoordinaten, 
X, t/, deren Abscissenaxe mit der gegebenen Transversale 
zusammcnfällt, so erhält man, wenn man y = 0 setzt, für 


Digitized by Google 



611.] ■ Curvenbfluchel. 321 

die Abscisseii der Durchschnitte der Transversale mit den 
Curveu eine Gleichung von der Korni (1) in [50]. (c; reiHona 

art. 49.) 

(108. Unter den Curven eines Büschels 3. O. giebt es 
vier, welche eine beliebig gegebeife Gerade Ci berühren. Geht 
die letztere zufällig durch einen Doppelpunct, .so zählt dieser 
für einen Berührungspuuct. 

Beweis. Auf der cubischen Involution, welche durch den 
Büschel auf der Geraden G erzeugt wird [007], giebt es vier 
Doj)pelimncte [50] ; in einem solchen fallen zwei Puncte einer 
Gruppe zusammen, also auch zwei Durchschnitte einer Curve 
mit der Geraden G. Daher berührt diese die Curve oder trifft 
sie in einem Doppel])uncte. (Crm ona art. 49.) 

600. Geht die Gerade G durch einen Basispunct des 
Büschels, so hat eine die 'Gerade berührende Curve ihren Be- 
rührungspuuct in dem Basispuncte [587] , und ausserdem giebt 
es nur noch zwei Curveu, welche diese Gerade berühren. — 
Aus [51], denn in diesem Falle fällt von jeder Gruppe der 
Involution ein Punct in den Basisjiunct. 

610. Ist ein Basispunct für eine der Curven des Büschels 
ein Wcndei)uuct, und die Gerade G in diesem die Wende- 
tangeute dieser Curve, so giebt es ausser der letzteren nur 
noch eine Curve des Büschels, welche diese Wendetangente 
berührt. — Denn es tritt alsdann der in [.52] betrachtete 
Fall ein. 

611. Wenn von den Basispuncten eines Curvenbüschels 
3. ü. zwei in einen a zusammenfallen, so giebt es unter den 
Curven des Büschels eine, welche in a einen Doppelpunct, und 
eine, welche in a einen Wendepunct hat. Alle mit Ausnahme 
der ersten haben in a eine gemeinschaftliche Tangente A. 

Beweis. Zunächst ist klar, dass wenn eme Curve des 
Büschels in « einen Doppelpunct hat, diese die den anderen 
gemeinschaftliche Tangente A nicht berühren kauu, denn dann 
hätte diese Curve mit einer anderen in a drei und ausserdem 
noch sieben Puncte gemeinschaftlich, was nicht möglich ist, 
da zwei Curveu 3. 0. nur neun Puncte mit einander gemein 
haben können. Aus demselben Grunde kann es auch nicht 
mehr als eine Curve mit einem Doppelpuncte in « geben. 

PuR±ox, Corven dritter Ordnung. 21 
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ü<.“iikt man sich nun durch a eine vou A verschiedene Gcnule 
B ge/.ofren, und hestiinmt eine (Jurve des liüschels durch die 
Annahme eines auf B und unendlich nahe bei a liegenden 
l’unctes, so wird diese C'urve in a sowohl von A, als auch 
von B in zwei zusammcnfallendcn l’unclen getroffen, und 
folglich ist « für diese (hirve ein Doppel punct. Nimmt mau 
ferner auf der Geraden A selbst einen bei a unendlich nahen 
I’uuct au, so bestimmt dieser eine Gurve, welche in a drei 
zusammenfallende Puuete mit A gemein hat, und welche daher 
in a einen Wendepunct besitzt, da A nicht Tangente in einem 
Dopjielpuncte sein kann. .(Cremona art. 47.) 


(>13. In einem syzygetischen Gurvenbilschel 3. ()., d. h. 
[355J einem solchen, deren Curveu sich in ihren gemeinschaft- 
lichen Wende[)uncteu durchschneiden , giebt es vier Curven, 
welche aus drei Geraden bestehen. Diese heissen syzyge- 
tische Dreiseite. 

Beweis. Nach 1 353J [gehen durch die Wendepuuete 
einer Curve 3. (). und daher auch durch die Basispimcte eines 
syzygetischen Büschels zwölf Gerade, welche sich der Art in 
vier Grujipeu zu je dreien tlieileii, dass die drei Geraden jeder 
Gni)»pe alle 'Wendepuuete enthalten. Diese vier Gruppen bil- 
den daher vier syzygetische Dreiseite. Da diese vier Curven 
aber zwölf Doppeljmncte enthalten, nämlich jedes Drei'seit die 
drei Durchschnitte ihrer drei Geraden, so können in dem 
Büschel keine weiteren Doppelpuncte [593] und daher auch 
keine weiteren Dreiseite Vorkommen. {Cremima art. 140. b.) 

tjl3. Hieraus folgt: ln einem Büschel syzygetischer Cur- 
ven 3. 0. giebt es ausser den vier Dreiseiten keine Curve mit 
einem Doppelpunct. (Cremona art. 140 . b.) 

014, Jede Seite B eines syzygetischen Droiseits, also 
jede Gerade, welche drei Wendepuuete enthalt, ist die ge- 
meinschaftliche gerade Polare der gegenüberliegenden Ecke 
in welcher nach [3ü5] die harmonischen Polaren der betreffen- 
den drei Wendepuuete sich schneiden, in Bezug auf alle Curven 
des syzygetischen Büschels. 

Beweis, Die conische Polare eines Wendepuncts besteht 
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aus Jer Weudetangente und der banuoiiischeu Polare. Letz- 
tere geht durch r und ist gemeinschaftlich für alle Curven 
des Büschels [356]. Da demnach die conischeu Polaren der 
drei in Uede stehenden Wendepuncte in Bezug auf alle Cur- 
ven des Büschels durch r gehen, so gehen nach [273] die 
geraden Polaren von ;• in Bezug auf alle (Kurven des Büschels 
durch die drei Wendepuncte und fallen daher mit der Ceraden 
H zusammen. (Cremona art. 142.) 

615. Nach [306] hat man jetzt; Die zwölf Ecken der 
vier syzygetischeii Dreiseite sind die Puucte, in welchen sich 
die neun harmonischen Polaren der Wendepuncte zu Je drei 
treffen. Auf jeder harmonischen Polare liegen vier dieser 
Ecken, (/fetse. Eigfiiscliafk-n der Weudepuncte etc, Crelle’se Journ. 
Ild. .88. pag. 259. 261. Cremonn art. 142.) 

616. Sind lA'i »tv, die auf einer Seite H eines -syzyge- 
tiscben Dreiseits liegenden Wendejmiicte, /tj tPj deren 
harmonische Polaren, die sich [365| in der der Seite H gegen- 
überliegenden Ecke r ti'efl'eu, und zieht mau aus r die sechs 
Tangenten an irgend eine Curve des Büschels, so liegen die 
sechs Borührungspuncte auf drei Mal drei Geraden , von denen 
je drei durch einen der Wendepuncte le.^ gehen. — 
(Aus [3G9|, da r auf jeder der drei harmonischen Polaren 
H\, /Pj, Jf'.j liegt.) Und die sechs Tangenten sind auf drei 
verschiedene Arten in Involution, indem jedesmal diejenigen 
zwei Tangenten conjugirte Strahlen bilden, deren Berührungs- 
puncte mit demselben Weudepuncte in gerader Linie liegen. 
Die Dopfel.strahlen der drei Involutionen sind: ff\ und rie,, 
tpj und rwj, tPj und rw.^. — Aus [370]. 

617. Zieht man aus einem auf der harmonischen Polare 
/r eines Wendepunctes w liegenden Puncte m an alle Curven 
des syzygetischeii Büschels Tangentenjiaare der Art, dass die 
BerOhrungspunctc mit w in gerader Linie liegen [369], so 
bilden diese Tangeutenpaare conjugirte Strahlenpaare einer 
Involution, deren Doppelstrahlen fP und mw sind. — Denn 
jedes Taugeuteupaar ist harmonisch zugeordnet in Bezug auf 
JP und mw [370]. 

618. Ist r r^ r, ein syzygetisches Dreiseit, w ein auf 
r, r.j liegender Wendepunct, und )P dessen harmonische Polare, 

21 • 
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so siiul U' und rw einander haruionisch zugeordnet in Bezug 
auf rr^ und rr.^ 

Beweis. Da w auf r, 7j liegt, so besteht die conische 
l’olare von w in Beziehung auf das Dreiseit r r, r.^ nach [2%] 
ans der Geraden r, und einer zweiten durch r gehenden 
Geraden , die in Bezug auf r r, und r harmonisch zuge- 
ordnet ist zu rw. Ist aber w ein Wendepunct, so ist diese 
zweite Gerade die harmonische Polare ff. (//«*f l.c.[r>i5] pag.26i.) 

619 . Sind demnach Wj die drei auf r, liegenden 
Wendejnincte, und ff\ tf\ ff\ deren harmonische Polaren, so 
sind W|, ne,; M'\, rw.^] Bj, rw.’j conjugirte Stralilenpaare 
einer Involution, deren Doppelstrahleu rr^ und r/^ sind. — 
[67, 45.) 

620 . Jede durch einen Wendepunet w eines syzygetischen 
Büschels gezogene Gerade G berührt eine Curvedes Büschels in w 
als Wendetangente und eine andere einfach in einem anderen 
l’uncte. — Denn erstlich ist durch die Gerade G als Tangente 
in w nach [587] eine hier berührende Cun-e des Büschels 
bestimmt. Da aber diese, wie alle Gurveu des Büschels, in 
w einen Wendepunet hat, so ist G die Wendetangente an 
dieser, und wird daher nach [610] nur noch von einer Curve 
des Büschels berührt. Das Letztere folgt auch daraus, dass 
der Berührungspunct jeder von w an irgend eine Curve des 
Büschels gelegten Tangente auf der für alle Curven gemein- 
schaftlichen harmonischen Polare von w liegen muss ; diese 
aber schneidet die Gerade G nur in einem Puuete. . 

621 . Wenn bei einem syzygetischen Büschel eine durch 
einen Wendepunet w gezogene Gerade eine Curve u des 
Büschels in w als Weudetangente und eine andere Curve v 
des Büschels einfach in m berührt, so kann allemal u als 
Fundamentalcurve und v als deren Uesse’sche Curve betrachtet 
werden. 

Beweis. Zu jeder Curve 3. O. u gehört eine Hesse’sche 
Curve, welche mit jener syzygetisch ist und die Eigenschaft 
hat, dass [463] die in einem Wendepuncte an u gezogene 
Weudetangente die Uesse’sche Curve berührt. Es giebt aber 
[620] ausser « nur eine Curve v des syzygetischen Büschels, 
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wolchu die Weudetangeuto horührt, also muss diese die 
llesse’sche Curvc von u sein. 

G22. (Ergänzung zu [483]). Jede Curve i> eines s}'Z 3 'ge- 
tischen Büschels kann als Hesse'sche Curve für drei Curven 
<les Büschels als Fundamentalcurven betrachtet werden, und 
diese drei sind immer von einander verscliieden , wenn die 
gegebene Curve v nicht ein Dreiseit ist. 

Beweis. (Fig. 43.) Durch einen Weudepunct w des 
syzygetischen Büschels gehen drei Gerade u.-m, wm, wm", 
welche die gegebene Curve v berühren (die I’unute mm'rn" 
sind dann zugleich die Durchschnitte von v mit der harmo- 
nischen Polare If von w [280]), und von diesen fallen keine 
zwei zusammen, wenn v nicht ein Dreiseit ist. Diese drei 
Geraden sind zugleich Wendetangenten in /v für drei von 
einander verschiedene andere Curven u, u, u" des Büschels 
[.587]; jede der lietzteren kann daher als Fundamentalcurve 
zu V als einer He.sse'schcn Curve betrachtet werden [G21). 

(Cremona art. l 43.) 


Kig. 43. 



()23. Wird ein syzygetisches Dreiseit als eine llesse’sche 
Curve betrachtet, so gehört ihr als Fundamentalcurve erstlich 
dasselbe Dreiseit an [340], und dann noch eine andere Curve 
des Büschels. Diese ist dadurch bestimmt, dass ihre We'nde- 
tangente in einem auf einer Seite des Dreiseits liegenden 
Weudepuncte durch die gegenüberliegende Ecke des Drei- 
seits geht. 

Beweis 1. S. [483] Bew. 2. 

Beweis 2. (Fig. 43.) Das Dreiseit sei r r, rj, und w 
ein auf r, r, liegender Wendepuuet. Die harmonische Polare 
/r desselben geht durch r [3(!5], und ihr Durchschnitt mit 
r, r, heisse s. Geht nun die Curve v aus ](322] in das Dreiseit 
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;■ r, r, über, sü fällt von den drei Durchschnitten mm m" der 
harmonischen Polare ff' mit der Curve r einer nach s, und 
die beiden anderen fällen nach r. Nun gehört ws, oder was 
dasselbe ist, r, rj als Wendetangente in w dem Dreiseit 
an, imd dieses ist die eine Fundamentalcurve. Ausserdem 
giebt es also nur noch eine andere, nämlich diejenige, deren 
Wendetangente in w die Gerade wr ist. (Cremona srt. 143.) 


Fig. 43. 



624 . Demnach giebt es in einem syzygetischen Büschel 
ausser den vier Dreiseiten noch vier Curven, von denen jede 
eines der vier Dreiseite zur Ilesse’schen t’urve hat. {Cremona 
art. 143.) 

625 . Eine Curve 3. 0 . u, deren Hesse'sche Curve ein mit 
ihr syzygetisches Dreiseit ist, hat die Eigenschaft, dass je 
drei ihrer Wendetangenten, deren Wendopuncte auf derselben 
Seite des Dreiseits liegen, sich in einem Puncte schneiden, 
nämlich in der dieser Seite gegenüberliegenden Ecke. — Denn 
ist r r, Fj das Dreiseit, und w, M’, die auf r, Fj liegenden 
Wendepuncte, so gehen die harmonischen Polaren von u\ Wj «>, 
alle drei durch r [365], folglich sind nach [623, Bew. 2 ] 
M'i F, K'jF, MijF die Wendetangenten an « in w^, Wj, 

626 . ln einem syzygetischen Büschel giebt es ausser den 
vier Dreiseiten noch sechs Curven , von denen jede die Eigen- 
schaft hat, dass ihre zweite Hesse’sche Curve (d. h. die 
Hesse sehe (hirve ihrer Hesse'schen Curve) mit der ursprüng- 
lichen Curve selbst zusammeufällt. (Cremona art. 143 b.) 

Beweis. Nimmt man eines der syzygetischen Dreiseitc 
als Fundamentaldreieck an, so kann man die Curven des 
syzygetischen Büschels wie in [483] durch die Gleichung 
u — -|- .Tj-’) — 6äX| = 0 

darstellen. Die vier Dreiseite entsprechen dann den Werthen 


eigftfZwH C^O0)^1'. 


Ciirvcnliiischol. 


6:i6, 1 


;S27 


<<=". 

wo n oino imaginäre Cubikwurzol der Eiiilioit bezeicliuet. 
Wird die Hesse’sche Ciirve //(«) der Ciirve u diircli 
//(k) = + .r/ + x/) — = 0 

bezeichnet, so gilt nach |4H;»| die Ueziehuug 



Stellt man nun die zweite Ilesse’sche Curve durch 

//(//(»)) = + -V) — 6 A"x, Xj-r, = 0 

dar, so ist ebenso 


1 

1 

1 , 

“ 216 A“;»’ 

216i‘/i» — 2()j’ — 2 0)’ 


® 36iV»‘ 

;i6iV(^’ — 21’)« 


Wenn nun diese zweite Hesse’sche Curve mit der ursprüng- 
lichen Curve identisch sein soll, so ist dazu notliweiidig mid 

hinreichend, dass der gefundene Ausdruck gleich — sei. Das 
giebt die Gleichung 

18A> — 2Py — — {ii^ — 2A^):*| = 0. 

Diese ist in Beziehung auf ~ vom 10., in Beziehung auf 

aber vom 9. Grade. Sie wird daher einmal erfüllt filr fi = 0. 
Dieser Werth liefert eines der syzjgetischen Dreiseite, für 
welches schon die erste Ilesse’sche Curve, also auch die zweite 
mit der ursj)rüuglichen Curve zusammeufällt. Unterdrückt man 

den Factor (t und setzt zur Abkürzung so erhält mau 

nach gehöriger Reduction die Gleichung 

64^ — 168A« -f- \2k^ -f 1 = 0. 

Dieser müssen nun aber auch diejenigen Werthe von k ge- 
nügen, welche den drei anderen syzygetischen Dreiseiten an- 
gehören, nämlich k = k = ^cc, k = l^a-. Die linke Seite 
der vorigen Gleichung muss sich also durch 8X-* — 1 ohne 
Rest theilen lassen. In der That erhält mau durch Ausführung 
der Division 
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HA« _ ao/.-^ - 1=0, 

und die seclis Wurzcdu dieser Gleitliuii'' sind mm die Weiilie 
von A-, welche den sechs Curven aiigehören, deren zweite 
Hesse’sche Curven mit den ursprüiifAlichen zusamnienfidlen. 
Miin kann diese Gleichung sehr leicht imflöscn und erhält, 
da sich 

13 ± » y 

A = I - - 

ergiebt, für A die sechs \\'erthe 


A, = j 

['‘ 5 + 3 V :i 

4 

A, = 

1 3 - 3 / 3 
' 4 

k, = 1 

% 

f':. = 

fG:^y^ 

1 " 

' 4 


f 5 + 3 fT4 

4 


1 / .5 - 3 V :i 

' 4 


15e merk u n g. Man kann mit Hülfe der vorigen Betrach- 
tung entscheiden, wie viele dieser Curven reell sind. Nimmt 
mau nämlich zum Fundaraentaldreieck das reelle syzygetische 
Dreiseit au, so kann man zw'ar nicht schliesseii, dass jedem 
reellen Werthe von A' auch eine reelle Curve angehört; denn 
der reelle Worth k = ^ liefert das Dreiseit 

a",'' -f- -c/ 4* .Cj’ — 3x,x^x^ = 

(.f, + a-j + .tj) (*, -L «X, + a’xj) (.r, + a-x^ + «x,) = 0 

(vgl. [354]), welches aus einer reellen und zwei coujugirt 
imaginären Geraden besteht, aber man kann zeigen, dass 
dieses der einzige reelle Werth von A ist, welcher nicht einer 
reellen Curve angehürt. Man erhält nämlich aus [354] für die 
Wendetaugenten au den drei reellen Wendepuncten 

(0, + 1,-1), (-1,0-f 1), (+1,-1,0) 

die Gleichungen 

2A'.r| +.rj + Xj=0, .r, +2A'.Xj + .f 3 = 0, .r, + x.^ + 2Ax^=(i. 
Diese sind daher reell, so lange A reell ist. Für A=J fallen sie 
in die Verbindungslinie der reellen Wendepiuictex,+Xj+X3=0 
zusammen, welche eine Seite des eben erwähnten Dreiseits 
ist, für jeden anderen Werth von A aber sind sie’ von einander 
verschieden. Da nun also die Curve für jeden von 4 
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schiedclioii reellen Werth von k in den drei reellen Weude- 
puncten auch reelle Tangenten hat, so i.st sie seihst reell. 
Für imaginäre Werthe von k werden die Wendetangenten in 
den reellen Wendejmncten imaginär, und daher auch die Ourve. 
Hiernach zeigen die Formeln (1), dass von den sechs in Rede 
stehenden C'urven zwei reell und vier imaginär sind. 

<>27. Die geraden Polaren eines Puuctes h in lieziehung 
auf einen HUschel 3. ü. schneiden sich nach |194| in einem 
Puncte. I.st der Büschel ein syzygctischer, so ist dieser Punct 
derTangentialpunct A' von h auf derjenigen Curve des Büschel.s, 
welche durch h geht. 

Beweis. Die durch h gehende Curve des Büschels heisse 
V. Dann ist die gerade l’olaru von h in Beziehung auf t' die 
Tangente an v in /> (2(i9J. Diese geht also durch k'. Be- 
trachtet man Jiun v als eine Hesse’sche Curve und bezeichnet 
mit » eine der drei zugehörigen Fimdamentalcurven und mit 
/>' den dieser entsprechenden conjugirten Pol zu A, so ist nach 
[4.Ö9] die gerade Polare von A in Beziehung auf « die Tangente 
von V in A', und' diese geht, da A und A' als conjugirte Pole 
einen geiueinschafllichen Tangen tialpunct haben, ebenfalls 
durch k'. Da also in diesem Puncte sich die geraden Polaren 
von A in Beziehung auf zwei Curven des Büschels schneiden; 
so ist er der gemeinschaftliche Punct aller geraden Polaren. 
(.Sn/moii. Ou Curves of thc S"# Order. Phil. Trane. Vol. 148 png. 536. — 
H. pl. Cvs. pag. 156. — Cremona art. 148.) 

028. Die conischen Polaren eines Puuctes p in Beziehung 
auf alle Curven eines Büschels 3. ü. bilden nach [194] einen 
Kegelschnittbüschel. Ist der Büschel 3. 0. ein syzygctischer, 
so sind die vier Basispunctc des Kegelschuittbüschels das zu 
p als Taugeutialpunct gehörige Puuctc|uadruj)el p^ p.^ p-^ p^ auf 
derjenigen Curve des Büschels, welche durch p geht. 

Beweis. Da p der gemeinschaftliche Taugeutialpunct 
zu Py pj Pn Pi ist, so geht nach [t)27] die gerade Polare jedes 
dieser Puncte in Bezug auf jede Curve des syzygetischeu 
Büschels durch p. Dann aber geht nach [273] die conische 
Polare von p in Bezug auf jede Curve des Büschels sowohl 
durch p, , als auch durch p.,, p^ und p^. {Cai/iei/ 1. c. [469] pag. 
443. Cremona art. 148. a.) 
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Ist p ein beliebiger Punct einer Curve 3. 0. u, 
P\ Pi Pi Pi 6^6 'rangentialpuuct zugehörige Punct- 

quadrupel, ferner p' p" p"’ das dem vollständigen Viereck 
Pi Pi Pi Pi angehörige Diagoualdreieck, so ist dieses Dreieck 
den conischen Polaren des Punctes p bezüglich aller mit u 
syzygetischer Curven 3. O. conjiigirt (d. h. jede Seite ist die 
Polare der gegenüberliegenden Ecke). — Denn diese conischen 
Polaren bilden nach [628] einen Kegebchnittbüschel mit den 
Basispuncten p^ p, p^ p^ [108]. {Cremona arb 148. b.) 

630. Wenn die Curven eines syzygetischen Büschels durch 
die Gleichung i/-|-Au'=0, und die Weudetangenteu der 
Curven n und u in einem der Wendepuncte durch 7 = 0 und 
7' = 0 dargestellt werden, so hat die Wendetangentc der 
Curve u + Au' = 0 in demselben Wendepuncte die Gleichung 
7-1- A7' = 0. 

Beweis. Man kann die Gleichung einer Curve 3. O. 
nach [245] in der Form /)’/’-[- ABC = darstellen, und dann 
bedeuten A, B, C drei Tangenten an der Curve, deren Be- 
rührungspuncte in der Geraden D, und deren Taugeutialpunctc 
in der Geraden F liegen. Legt man nun die Gerade D Ln die 
harmonische Polare fV eines Wendepuuetes w, so fällt F in 
die Wendetangente 7 des letzteren, und A, D , C werden die 
aus IV an die Curve gelegten Tangenten T^ Ty Die Gleichung 
der Curve nimmt dann also die Form an: 

u = 7 + J, Tj 7], = 0, 

und mau kann auch umgekehrt schliessen, wenn bei dieser 
Gleichungsform IF die harmonische Polare eines Wendepuuetes 
ist, so ist ./ die zugehörige Wendetangente. Für eine zweite 
Curve u des syzygetischen Büschels bleibt nun die harmonische 
Polare desselben Wendepnnctes ungeändert, während 7 luid 
die drei Tangenten T sich ändern, daher hat u die Form 
u' = IF^J' + r,' ITj' Tj' = 0. 

Eine beliebige Curve des Büschels erhält also die Gleichungs- 
form 

„ -f A« = W^(7 + A7-) + r, T, T., + A7,' T ,' = 0. 

Nun lässt sich hierin der Ausdruck T^ 7, 7j -{- A 7,' 7,' 7,' eben- 
falls in drei lineare Factoren zerlegen, denn nimmt man von 
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vorne herein die Ecke .r, =0, 0 des Fundamentaldreiecks 

in dem Wendepuncte w liegend an, so sind sowohl T^T^T.^ 
als auch T,' lineare homogene Functionen von Xj und 

X, allein, da diese Geraden alle durch w gehen; mithin ist 
auch der fragliche Ausdruck eine homogene Function von x, 
und Xj allein, und kann daher in drei lineare Factoren zer- 
fällt werden. Demnach hat die letzte Gleichung wieder die 
frühere Form, und folglich ist A 7' = 0 die Gleichung der 
Wendetangente für die Curve « -f- A«' = 0 in dem Wende- 
puncte w. 


§. 5. 

tWI. Die harmonische Polare IV eines Wendepuiictes w 
schneide eine Curve des syzygetischen Büschels in m, m, m" 
und die Wendetangeute derselben Curve in n (Fig. 44). 



Variirt man die Curve, so beschreibt die Wendetangente einen 
Strahleubüschel. Auf der harmonischen Polare bilden daher 
die Gruppen der Pimcte m eine cubische Involution [607], und 
die Puncte n eine Punctreihe oder eine Involution ersten 
Grades [48]. Jene mag durch die Gleichung 

<j„x'' -j- «|X* -|- fljX + «3 A(*„x^ -|- 6,x’ ftjX -)- A3) = 0, 

diese durch die Gleichung 

«oV + «I + ^{ßo>J + l*i) = 0 

dargestellt werden, indem x den Abstand eines Punctes m, 
und y den des Punctes n von einem festen Puncte auf W' be- 
deute. Wird nun aber der Curvenbüschel durch die Gleichung 
« -j- Am' = 0 dargestellt, so stellt nach [630] J kJ' = 0 
den Büschel der Wendetangenten dar. Daher gehören in den 
vorigen beiden Gleichungen diejenigen Werthe von x von y 
derselben Curve an, welche gleichen Werthen von A ent- 
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sjtreclii'ii , und folglich [53] sind die beiden Involutioncii 
prqjeclivisch in Ansehung derjenigen Puuctgru|ipen m und 
l’uncte n, in denen H' irgend eine Curve und deren Wende- 
langente durehschneidet. Eliminirt man min X, so erhält man 
die Gleichung 

-f 4- 4- a^) {ß„,j -f /?,) 

- 4- -f h,x 4- h,) {a,,j + «,) = 0, 

welche diese projectivische Beziehung ausdrückt. Setzt man 
zur Abkürzung 

",A—Iv<«=a «i/?n— * i"(j=3A Aj«u=3c a^ß„—b./(„=^d 

"o^i — *(,«!=«' «1^1 -*iK,= 3&' — A._.ß|=4k' (i.jß, — bjtti—d', 

so schreibt sich die.se Gleichung 

(l) («y + «')a;''+3(6y + 3(c'/ 4- c’)x-\-dy -f d" =0. 

Wegen der besonderen Bedeutung der Puncte m und ii 
werden zwischen den Coefficienten dieser Gleichung gewisse 
Beziehungen stattfinden. Wir werden diese aufzusuchen haben; 
zugleich aber kann man die Gleichung vereinfachen, wenn 
man nicht die auf ff' stattlindendon Involutionen betrachtet, 
sondern zwei mit ihnen projectivische auf einer anderen Ge- 
raden. Zu dem Ende sei r, r, eine durch w gehende Seite 
eines syzygetischen Dreiseits, r die gegenüberliegende Ecke 
desselben, welche also auf If liegt [3ti5]. Die Seite r^ 
schneide ff in ,v. Aus dem Wendepuncte w ziehe mau nun 
Strahlen nach den Puncten mm'm", n,s und schneide diese 
Strahlen durch eine ans r parallel mit r, Cj s gehende Gerade T 
in g g' g", v,oo, dann bilden die Puncte g und v nach [55] 
zwei unter sich und mit den Puncten m und n projectivische 
Involutionen. Indem man nun den Punct r als Anfangspimct 
der Strecken wählt, soll die Gleichung (1) sich auf die auf der 
Geraden T befindlichen Strecken x — r(i (oder rfi’, r[i") und 
y — rv beziehen. Dann entspricht dem Eintreten des Werthes 
1 / = <x>, dass n auf .s fällt, und umgekehrt. 

Nun geht aus [<i23] hervor, dass wenn n auf s fällt, d. h. 
wenu die l>etrachtete Curve das Dreiseit r r, r, ist, ein Punct 
in ebenfalls mit ,v, und die beiden anderen Puncte in mit r 
Zusammenfällen. Und dasselbe gilt auch von den drei übrigen 
syzygetischen Dreiseiten. Bezeichnet man diejenigen Ecken 
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derselben, welche nach [015J auf li' liegen, mit r, r", r", und 
die Durchschnitte der ihnen gegentU)erliogenden Seiten mit W 
durch s, s"', so fällt bei diesen jedesmal einer der be- 
treffenden Puncto m auf einen Punct s, und die beiden an- 
deren PuDcte m auf das entsprechende r. Zunächst mviss nun 
also die Gleichung (1) so beschaffen sein, dass wenn tj — aj 
ist, wodurch sie in 

ax' + 'Abx^ -f- 3ca; d = Q 

übergeht, eine ihrer Wunsein unendlich gross, und die beiden 
anderen Null sind. Das erfordert, dass 
« = c = rf = 0 
sei. Dadurch geht (1) über in 

(2.) (i 3(/sy h')x‘ -|- 3r' a; -[- = ••■ 


Fi«. 11. 



Ferner hat man zu beachten, dass nach [C14| r, die gerade 
Polare von r in Bezug auf jede Curve des Büschels ist. In 
Folge dessen ist s nach [168] das harmonische Centrum ersten 
Grades für den Pol r und in Bezug auf die Puncte m, m, m". 
Mithin hat man nach (1) in [108] 


+ r m — 

r 

rm 


+ 


r«< — r« 
r m* 


= 0 


oder 


_1_ 

rm 


+ 


— • + 


r.« 


Diese Eigenschaft überträgt sich auch auf die Gerade T. Denn 
nach [54] besteht zwischen den Abschnitten x und x zweier 
Geraden, welclie den nämlichen Strahlenbüschel schneiden, die 
Beziehung (wenn, wie hier, k = k' — 0 ist) 
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worin a, d , c gewisse Constanten bedeuten. Setzt man nun 
vorübergehend 

rm = Xf , rm — Xj, rtn' = x^, rs = z, 


und bezeiclinet die entsprechenden Abschnitte auf T mit x\ 
etc., so ist 


- + - + ' = - 
.T, ' X, ‘ X, 2 


und daher auch 


r — ö*x*i , c — «'x*, I c — n'x', 3(c — "2'), 

ticx\ ' acx'f ^ nc z' ’ 


hieraus aber folgt 


^ ^ + * 
X , ' X . ‘ X , 


Nun sind auf der Geraden T a-', x\ .r'., die Wurzeln der 
Gleichung (2), also ist 

3 3/ 

7^ ~d’ 

und da ;’ = oo ist, so muss c' = () sein. Damit reducirt 
sich die Gleichung (2) auf 

(3) d a:» + 3 (/y y + b") .r’ -f rf- = 0. 

Weitere Beziehungen zwischen den Coefficienten erhält mau 
aus der Bemerkung, dass die Puuete s', s"' in doppel- 

ter Weise erhalten werden können, einmal dadurch, dass 
zwei Puuete m zusammenfallen, denn dann fällt n auf einen 
Punct s, oder dass zweitens ein m mit n zusammenfällt, dann 
tritt dasselbe ein. Im ersten Kalle muss y so beschaifen sein, 
dass die Gleichung (3) für x zwei gleiche Wurzeln hat. Da- 
für erhält man aus [9] die Bedingung 

(4) o'’d' + 4(iy -f //y =0. 

Im zweiten Falle wird x—y und das giebt die Gleichung 

(«' + U) y' -f 3b'y'‘ 4- d’ = 0. 

Die beiden letzten Gleichungen müssen also identisch, und 
daher ihre Coefficienten einander proportional sein. Bezeich- 
net man demnach mit q einen Proportionalitätsfactor, so ist 
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4//^ = (( (n' -f- 3//) 

12t’t' = 3(»// 

12W/2 = 0 

« ^ 4//3 == prf-. 

Da mm h nicht Null sein kann, weil dann die Gleichung (3) 
kein y enthalten würde, so muss wegen der dritten Gleichung 
b' = ii sein; daun liefert die vierte p = o'^, und damit die 
erste 

Ab' = a"^ («' + '6b). 

Diese Gleichung lässt sich nach und nach in folgende Formen 
bringen 

4*5 = «5 («' + 2b) + rnb 

a"'- («' -t- 2b) + b (rt'5 _ Ab‘) = 0 
(a' + 2*) («5 + b {a' — 2*)) = 0, 
lind wenn man 2 ab — a'b statt ii'b schreibt 
(«' + 2by (fl' — b) =.= 0. 

Demnach ist also entweder a' — — 2b oder «' = b. Um 
hierüber zu entscheiden, machen wir zunächst in (3) unil (4) 
b' — 0, dann erhält man aus (3) 

(ö)* a' 3*yo:5 -)- d' = 0, 

als die Gleichung, welche die Projectivität der beiden Invo- 
lutionen ausdrilckt; lind wenn mit >; der einem Puncte s 'zu- 
gehörige Werth von y be-zeichnet wird, aus (4) für diese 
Puncte 

Ab'}]' a"‘ (f = ü. 

Diese Gleichung liefert nun für die beiden Annahmen 

. 1) «' = * 2) fl' = — 2b 

resj). 

(6) 1) Ab}]''^ — d' 2) btj'^ — <r, 

und ebenso erhält man aus (5) 

(7) 1) *a;5+3*y.r'-'-f <f=0 2) — 2*a;5 + 3*ya;5-|-d'=0. 
Bezeichnet man nun mit $ die Werthe von x, welche y=ij 
zugehören, so dass ein 5 einem Puncte s, und die beiden 
anderen | dem entsprechenden Puncte r augehören, so erhält 
man aus (7) wenn man darin x = ^ und y = rj macht, und 
die. Gleichungen (H) berücksichtigt 
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I) g ‘ + 3 V S-’ - 4 ,i< = 0 2) - 2 r* + 3 V g’ - = (), 

Wils sich schrcibcu lässt 

(8) 1) (g-i,)tg + 2,ir = 0, 2) (g-#(2g+, ;) = (). 

Demnach wird bei der ersten Annahnio ein g gleich t), und 
die beiden anderen einander gleich und von tj verschieden; 
nach der zweiten dagegen sind zwei g gleich tj, und das 
dritte davon verschieden. Von diesen beiden Uesultaten ent- 
sjiricht nur das erste den thatsächlichen Verhältnissen, mit- 
hin ist die zweite Annahme zu verwerfen. Es gilt daher 

die erste der Gleichungen (7), und setzt man darin 

so erhält man die Beziehung der Projectivitiit in ihrer ein- 
fachsten Gestalt: 

(9) + 3yo:’ — 4A* = 0, 

welche nur noch von einer Constanten, /i, abhängig ist. Die 
drei Puncte s' s" s"' sind alsdann durch die erste der Glei- 
chungen (6) bestimmt, nämlich 

( 10 ) fj^ — h'^ = 0 

und da ferner in der ersten der Gleichungen (8) der zweite 
Factor die Puncte r r" r" liefert, für diese also g == — 2 
ist, so sind diese durch die Gleichung • 

(11) gJ + 8A3 = 0 

bestimmt. Hieraus geht hervor, dass sowohl die vier Puncte 
s s" als auch die vier Puncte r r r" r'" vier äquiauhar- 
monische [2G] Pmicte sind. Denn werden vier Puncte da- 
durch bestimmt, dass ihre Abstände « von einem festen Puncte 
der Gleichung 

OM* -|- Abu' -f- 6 cm* -(- 4 rfu e = 0 , 

genügen, so sind sie nach [28] vier äquianharmonische 
Puncte, wenn 

(12) oe — 4Ad-f 3c* = ü 

ist. Mun werden die Puncte s s" s" durch die Wurzeln der 
Gleichung (10) bestimmt, wälirend für s selbst tj = oa ist. 
Man hat also hier 

tf = O; 4A = 1 , c == 0, rf = 0, c = — A' 
und der Gleichung (12) wird genügt. Die Puncte r' r” r'" 
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bestinmien sicli aus (II), und l’iir r ist 5 = 0. Mau hat 
dc'innadi 

,, = 1, h = i), <• = «), il = 2li', f = 0, 

uud dies«.' VVeiilie gfiiüj^cn der (Ilcicdiuiig (12) id)eufalls. 
Man liat also dio Siit/.c: 

Die vier Kckeu r r r" r" dur vier syzygetisihcn DiTisuit«, 
welche auf der niunlicheti hurmonisciien Polare liegen, sind 
vier ilquianharmoniscdie l’uncte. 

Die vier Puncte s s s" s"', in denen die vier Seiten der 
vier syzygetischen Dreiseite, die durch den nändiclieii Wende- 
punct w gellen, die harmonische Polare //' de.s letzteren 
schneiden, sind vier iiqiiianhannunische Puncte. {('remorui 
iu-t Ul.) 

Die vier (Icraden, welchi- durch densellHUi Wendepunct 
gehen, uud jede ausserdem noch zwei Wendepuncte enthalten, 
hilden einen äquianharmonischen nü.schel. 


Ki(f. «. 



Gtt2. Die Gleichung ( 5 ) in [031 1 gilt für jede Curve 
des syzygetischen Büschels, also wenn man eine derselben 
herausliebt, auch für die Hesse’scheu Curve der letzteren. Be- 
zeichnet man mit J/, A/', M" uud N die Puncte, in welchen 
die harmonische Polare //' die Hesse’sche Curve und ileren 
Wendetangente in w schneidet, uud mit m, m', m" und 
u die Puncte, in denen die Strahlen i«(d/, M', M", S) 
die Gerade T treffen, uud setzt endlich X — riu (wler 
rm', i'm''), >' = ru, so ist nach (9) 

(13) .r-' + 3 YX^ — 4A'' = 0. 

Nun ist aber nach [403] die Wendetangente wn der Punda- 
uientalcurve zugleich Tangente an der llesse’schen Curve, 
uud n der Berühniugspuuct, es fällt also jedesmal einer der 
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Puiicte M iiacli n, il. h. der Gleicliuug (13) muss für .\ = y 
genügt werden; also ist 

(14) y» + 3>y - 4P = 0. 

Durch die VVoudetaiigente wird eine Curve des Düscliels iudi- 
vidualisirt, daher enthält diese Gleichung eine ße/.ielniug 
zwischen der Fundameutalcurve und ihrer Hesse’.schen Curve. 
Ist die letztere, also l', gegeben, so liefert diese Gleichung 
drei Werthe von y; zu derselben llesse’scheu Curve gehören 
also drei Fuudameutalcurven [ü22|. Zu jedem Werthe von y 
aber gehört nur ein Werth von Y, also zu jeder Fundameutal- 
curve nur eine Hesse’sche Curve. Ist y=0, so folgt Y—oo, 
d. h. fällt n nach r, so fällt N nach *■; geht also die Wende- 



tangente der ursprünglichen Curve durch r, so ist ihre Hesse 
sehe Curve das Dreiseit r r, r.^. Die drei anderen l’uncte 
r r’ r'" sind durch die Gleichung (1 1) bestimmt; macht man 
also tß == — 8A'‘ und versteht unter U irgend einen der drei 

VV'erthe von / so folgt • 

— 8//ä + 12 Yh' — Ah' O, 

also 

Y=h 

(1. h. die drei zugehörigen Werthe von Y genügen der Glei- 
chung (10), und .V fällt in die l’uncle s' s" x". Hieraus folgt 
wieder, was schon aus [(323) bekannt ist: die vier Curven 
des liüschels, deren Wendetaugenten (in w) durch die vier 
Puncte r r' r" r" gehen, haben die vier Dreiseito zu ihren 
llosse'scheu (Virven. 

Betrachten wir nun die zweite Hesse'sche Curve, und 
untersuchen wir, wann diese mit der iirsprüngliclien ('urve 
zusammen fällt. Der Wendetangente der zweiten Hesse'schen 
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('iirvf gohfiri- fler Abschnitt an, betrachtet inan dann 
die erste llesse’sclie Cnrve als Fundanientalcurvc, so hat man 
in (14) i' statt y zu schreiben luid erhält die (Jleichiing 


r' + 3 >•' J ’ 


4/i-' = 0. 


Fällt mm die zweite 1 lesse'sche üurve mit der nrspriiuglichen 
Cnrve zusammen , so ist >" = y und daher 

+ 3y y^ — dA’ = fl. 

Verbindet man hiermit die Gleichung (14) nämlich 


so folgt 
oder 


y:.-|_3/ y _4A^ = o, 
y' - + 3 J-y (y - F) = n 

(y- F)(y^ + y >•+ n + 3y F) = O. 


Ist darin y = J', so fällt ;/ mit -V zusammen, d. h. die ur- 
sjirüugliche Cnrve ist ein Dreiseit, und für eine .solche fällt 
schon die erste Ilesse'sche Curve, und al.so auch die zweite 
mit der ursprünglichen zu.samnien. Nach Unterdrückung des 
Factors y — 4' bleibt dann 

+ 4y y + = 0 , 

und eliininirt man hieraus >' mit Hülfe der Gleichung (14) 
indem man den daraus folgenden W'erth für F 

y ■*/>* — y’ 

substituirt, so erhält man die Gleichung 
(15) y« — 20A-’y‘ — 8A" = 0, 

deren Wurzeln y den sechs Curveu des Büschels augehören, 
welche mit ihren zweiten Hesse'schen Cuiwen zusainmenfallen 
und keine Dreiseite sind. Da diese Gleichung aufgelöst liefert 
y-i == (10 + 6 /''3) A-i, so sind zwei ihrer Wurzeln reell, und 
die vier übrigen imaginär (vgl. [626]). (c remona art. 144 b.) 

633. Die vier aus einem Curvenpuncte an die Curve 
gelegten Tangenten bilden nach [376] einen Strahlenbüschel, 
dessen Doppelverhältniss coustant ist. Indem wir nun die 
vier von ausgehenden Tangenten te (m, m’, m", n) betrachten, 
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können wir cntseheiilen, bei welclien C'nrven des syzygetiscben 
Büseliels der Tangenten))ilschel ein liaruionisclier, und bei 
welclien ein ii(juicinharmonischer ist. Da nämlich diese Tan- 
genten die Gerade T in den I’uncten fi', g", v treffen, 
welche durch die Abschnitte .r (für g, g', g") und ij (für v) 
bestimmt sind, so brauchen wir nur das Üojipelverhältniss 
dieser vier Puncte zu untersuchen. Nun sind die Puncte g 



gegeben durch die Wurzeln x der Gleichung (9), fügt man 
dieser also den Factor x — 1 / hinzu, so erhält man eine (ilei- 
chung, deren Wurzeln den vier Puncten g g' g" v angehören, 
mithin 

{x~ij) (a:'' + 3ya.-* -- 4 A-*) = 0 

d. i. 

,r' + — 4/i-'.r 4A'* y = ü. 

Wenn aber vier Puncte durch eine Gleichung von der Form 
ax* -(- ibx'-* -f- -f- iilx -|- c = 0 

bestimmt sind, so sind sie nach [28] äquianharmonisch 
wenn 

ae — 4Arf -f- 3c’ = 0, 

lind nach [27] harmonisch in irgend einer Zuordnung, wenn 
ace 2h cd — nd‘ — cA’ — c* = 0 
ist. Hetzt man also 

n = 1, b = \y, c = — {y-, d = — /P, c = 4 /Py, 
so erhält man als Bedingung , unter welcher g g' g' v vier 
äquiauharmouischo Puncte sind, 

Ahhj + 2h^y + } y< = ^ y (y’ + 8A^*) = 0. 

Es giebt demnach vier solche Curven, entsprechend den Wer- 
then y = 0 und y ' -[- 8A’ == 0, von denen die letzteren der 
Gleichung (1 1) genügen. Die Wendetangenten dieser Curven 
gehen also durch die Puncte r r r" r" , und diese Curven 
haben die Dreiseite zu ihren Hesse’schen Curven [623]. 


Digitized by Google 



ii.it. ] Ciirvi;iiljii8chi.-I. ;)41 

Für die Bedingiuig, dass (tg'ft '''c liarraonische Functe 
sind, erhält luau ferner 

— 2h^,/ 4- i A'y ' — //'■ — hh/ 4- ^ y« = 0 

oder 

_ 20äV’ — = 0 , 

und das ist die Gleichung (15), welche die sechs Curveu lie- 
fert, deren zweite Hesse'scheu Curven mit den ursprünglichen 
zusammenfallen. 

Nennt mau demnach eine Gurve, hei welcher der Tan- 
genteiibüschel ein harmonischer oder äquiunlmrnionischer ist, 
selbst harmonisch oder äquianharmonisch , so hat man die 
.Sätze : 

Unter den Curven eines syzygetischeu Büschels giebt es 
vier äquianharmonische, und diese sind diejenigen, deren 
Ilesse’sche Curven aus den vier Üreiseiten bestehen. 

In demselben Büschel giebt es ferner sechs harmonische 
Curven, und diese sind diejenigen, bei denen die zweite Hesse’- 
sche Curve mit der ursprünglichen zusammenfällt. [Cremona 
art. 145.) 

(134. Die Hesse'sche Curve v einer harmonischen Curve 
n ist selbst eine harmonische Curve. — Denn in diesem 
Falle ist //(«) = v und H{t^ = = tr^ mithin auch 

= H{ii) = i>. Dagegen sind die beiden anderen 
Curven «' und welche v ebenfalls zur Hesse’schen Curve 
haben, keine harmouischeu Curven, denn wäre dies der Fall, 
so müsste //(//(«')) = //(v) = u sein, während doch ff(v) = u 
ist. Demnach theilen sich die sechs in einem syzygetischen 
Büschel vorkommenden harmonischen Curven in drei Paare 
der Art, dass in demselben Piuire jede der beiden Curveu die 
Hesse’sche der anderen ist. 
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Zu Art. 15. Die hier gegebene Zeicheuregel ist nur für 
die auf die Seiten des Fundamentaldreiecks genillfeu Perpen- 
dikel von Wichtigkeit. Bei den Coordinaten kann man, da 
lediglich ihre Verhiiltuis.se in Betracht kommen, die Vor- 
zeichen nach Belieben umkehren, nur muss dies bei allen drei 
Coordinaten gleichzeitig geschehn. 


Zu Art. 212. Die unendlich ferne Gerade ( 16] schneidet, 
wie jede andere Gerade eine Curve .6. 0. auch in drei Puncteii, 
von denen zwei imaginär sein können; daher hat eine Curve 
3. 0. entweder einen oder drei sich ins Unendliche erstreckende 
Zweige. Die Tangenten in diesen unendlich fernen Puncten 
iler Curve siud die Asymptoten der letzteren. Demnach hat 
eine Curve 3. 0. drei Asymptoten, von denen entweder nur 
eine reell ist, oder alle drei. 


Zu Art. 241. Dieser Satz kann auch so ausgesprochen 
werden: Sind n,h,a drei in gerader Linie liegende Curven- 
puncte, so schneidet jeder die Curve in a und f> berührende 
Kegelschnitt dieselbe in zwei Puncten «, p, welche mit dem 
Tangentialpuucte m von a in gerader Linie liegen. 


Zu Art. 316. Man kann auch umgekehrt sagen; Der 
Punct flf', in welchem die gerade Polare eines auf einer Gc- 
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radeii 6' liegeuileu l’uiictes <t die Pulocouik von ü be- 
rührt, ist der Pol von C iu Bezug auf die conische Polare 6'„ 
vou «. 


Zu Art. 317. Dieser Artikel sollte iu §. 1 unniittelbar 
auf I31f)] folgen. 
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